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งานวิจัยนี้นำเสนอการประยุกตใชระเบียบวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตโดยการสรางความเครียดแบบ
สม่ำเสมอสำหรับการวิเคราะหปญหาความเคนใน 2 มิติ ดวยการสรางเอลิเมนตรูปสี่เหลี่ยมใด ๆ แบบ 4 
สวนยอย โดยทำการศึกษาผลของการสรางโดเมนสม่ำเสมอแบบกำหนดอัตราสวนความยาวของเอลิเมนตยอยตอ
ความยาวของเอลิเมนตหลักที่เทากันทั้งสองแกน จำนวน 3 ชวงคือ 0.2-0.3, 0.3-0.4 และ 0.4-0.5 วิเคราะห
รวมกับการแบงโครงตาขายเอลิเมนตจำนวน 5 ชุด คือ 16x4, 24x6, 32x8, 40x10 และ 48x12  ตามลำดับ  

ปญหาที่ใชสำหรับงานวิจัยในครั้งนี้ เปนปญหาความเคนในระนาบของคานยื่นปลายรับแรงกระทำซึ่งมี
การกระจายตัวเปนรูปพาราโบลาในแนวดิ่งที่ปลายคานเปนตัวอยางในการสรางแบบจำลองคณิตศาสตร ทำการ
วิเคราะหโดยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) โดยกำหนดจำนวนการแบงโครงตาขายของเอลิเมนตหลักเปน
รูปสี่เหลี่ยมดานเทา สำหรับเอลิเมนตสม่ำเสมอยอยภายในเอลิเมนตหลักนั้น ทำการแบงเปนรูปสี่เหลี่ยมโดย
ขึ้นอยูกับคาของอัตราสวนความยาวของเอลิเมนตยอยตอความยาวของเอลิเมนตหลักรวมกับการอาศัยหลักการ
ความสมมาตรของรูปทรงแบบ semi-unit-cell ผลของการวิเคราะหเชิงตัวเลขที่ได จะถูกนำมาเปรียบเทียบกับ
คาที่คำนวณไดทางทฤษฎีของการเปลี่ยนตำแหนง (displacement) ความเคนตั้งฉาก (normal stress) และ
ความเคนเฉือน (shear stress) ที่หนาตัด L/2 และ L/4 ตามลำดับ  

ผลการวิจัยพบวา ที่อัตราสวนความยาวของเอลิเมนตยอยตอความยาวของเอลิเมนตหลัก และ
จำนวนของโครงตาขายมีคามากที่สุดนั้น คาความแตกตางของการเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคานจากการวิเคราะห
เปรียบเทียบกับคาที่ไดทางทฤษฎีมีคาเปนรอยละ 0.09 ความแตกตางของคาเฉลี่ยของความเคนตั้งฉากที่ระยะ 
L/2 มีคาเปนรอยละ 1.11 และที่ระยะ L/4 มีคาเปนรอยละ 1.03 คาความแตกตางของคาเฉลี่ยของความเคน
เฉือนในระนาบที่ระยะ L/2 มีคาเปนรอยละ 2.26 ตามลำดับ การเพิ่มขึ้นของอัตราสวนความยาวของเอลิเมนต
ยอยตอความยาวของเอลิเมนตหลักในโครงตาขายที่หยาบ สงผลใหการคำนวณคาความเคนตั้งฉากเขาใกลคา
จากทฤษฎีไดอยางชัดเจน ในขณะที่คาความของเคนเฉือนนั้น การเพิ่มขึ้นของคาอัตราสวนดังกลาว ไมไดสงผล
ใหผลการคำนวณเขาใกลคาจากทฤษฎีอยางมีนัยสำคัญมากกวาการเพิ่มจำนวนของการแบงเอลิเมนต  
 

คำสำคัญ : สมูทไฟไนทเอลิเมนต โดเมนสม่ำเสมอยอย เอลิเมนตทรงเหลี่ยมสี่หนา คานยื่นปลาย ปญหา
ความเคนในระนาบ 2 มิติ ความเคนตั้งฉาก ความเคนเฉือน  



(4) 
 

Thesis Title Two-dimensional Plane Stress Analysis by Smoothed Finite 
Element Method Using Four Smoothing Domains Created by 
Arbitrary Quadrilateral Elements 

Name-Surname Mr. Wichian Janchum 
Program Civil Engineering 
Thesis Advisor Assistant Professor Kamtornkiat Musiket, Ph.D. 
Academic Year 2020 

ABSTRACT 

This research proposes an application of the Smoothed Finite Element Method 
(SFEM) in smoothed strain field construction with four smoothing cells created by the 
arbitrary quadrilateral elements for two-dimensional plane stress analysis. The study 
examined the creation of smoothing domains by defining three modes for the ratio of the 
length of sub-element and that of main element (0.2-0.3, 0.3-0.4 and 0.4-0.5) analyzed 
with 5 sets of mesh in different sizes assigned as 16x4, 24x6, 32x8, 40x10, and 48x12 
respectively.  

Plane stress problem employed by this research involved with the utilization of 
cantilever beam subjected to parabola traction at the free end to formulate the 
mathematical model. Data analysis was conducted by Smoothed Finite Element Method 
(CS-FEM) with determined number of quadrilateral elements resulted from meshing 
technique. For smoothing domains within a main element, we divided the main element 
into rectangles based on the ratio of the length of sub-element to main element and 
“semi-unit cell” symmetrical concept. The results of the numerical analysis, then, were 
compared to the exact solutions including displacement, normal stress, and shear stress 
with cross section at L/2 and L/4, respectively. 
 The findings showed that regarding to the ratio of the length of smoothed element 
to main element and the finest mesh, the percentage difference of the tip displacement 
compared to the exact solutions was 0.09%. The mean difference for normal stress was 
1.11% at distance L/2 and 1.03% at distance L/4, while the mean difference for shear 
stress with cross section at L/2 was 2.26%. The increase of the ratio of the length of 
smoothed element and that of coarse mesh improved the accuracy of normal stress 
value close to theoretical number. However, for shear stress, this increase did not 
significantly generate numerical results close to the exact solutions than the increase in 
number of element distribution.  
 
Keywords: smoothed finite element, smoothed element, quadrilateral element, 

cantilever beam, 2D plane stress problem, normal stresses, shear stress 
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บทที่ 1 
บทนำ 

 
1.1 ความเปนมาและความสำคัญของปญหา  

ปญหาทางวิศวกรรมโดยทั่วไปสวนใหญมักจะสามารถแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปรที่ไม
ทราบคา (Unknown variables) กับสิ่งที่ทราบคาแลว (Constraints) ใหอยูในรูปของสมการทาง
คณิตศาสตรที่เรียกวาสมการเชิงอนุพันธ (Ordinary differential equations) หรือสมการเชิงอนุพันธ
ยอย (Partial differential equations) ในลำดับตาง ๆ กัน บอยครั้งที่พบวา สมการเชิงอนุพันธยอยนั้น 
มีความสลับซับซอนอันเนื่องมาจากหลายสวนเชน ความซับซอนของรูปทรงเรขาคณิตของปญหา ความ
ซับซอนอันเนื่องมาจากความสัมพันธที่ไมเปนแบบเชิงเสนระหวางตัวแปรที่ไมทราบคากับตัวแปรที่ทราบ
คาแลว รวมถึงอนุพันธลำดับสูงของสมการ เปนตน สิ่งตาง ๆ เหลานี้ ทำใหวิธีการทางคณิตศาสตรที่มีอยู
ไมสามารถแกปญหาเพื่อหาผลเฉลยแมนตรงของปญหาได นักวิจัยไดคิดคนวิธีการใหมๆ เพื่อตอบสนอง
ความตองการท่ีจะศึกษาถึงความสัมพันธทางคณิตศาสตรที่สลับซับซอนนั้นโดยใชการวิเคราะหเชิงตัวเลข 
(Numerical methods) เขามาแกปญหา คำตอบที่ไดจากการแกปญหาดวยวิธีทางตัวเลขนี้ถึงแมวาจะมี
ความแมนยำเพียงพอที่จะใชอธิบายพฤติกรรมทางกายภาพที่สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธของปญหา
นั้น แตก็ยังไมใชผลเฉลยที่แทจริง (Exact solution) เปนเพียงแคผลเฉลยโดยประมาณ (Approximate 
solution) เทานั้น การลูเขาของผลเฉลยโดยประมาณไปสูผลเฉลยที่แทจริงของปญหาทางดานวิศวกรรม
นั้น ขึ้นอยูกับแนวคิดและกรรมวิธีของวิธีการวิเคราะหเชิงตัวเลขตาง ๆ นั่นเอง   

วิธีการวิเคราะหเชิงตัวเลขมากมายไดถูกเสนอมาตั้งแตอดีตถึงปจจุบันเพื ่อแกปญหาทาง
วิศวกรรมที่นับวันจะมีความสลับซับซอนมากยิ่งขึ้น เริ่มตั้งแต วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรน (Finite different 
method, FDM) วิธีไฟไนตวอลลุม (Finite volume method, FVM) วิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite 
element method, FEM) วิธีเอลิเมนตขอบ (Boundary element method, BEM) วิธีสเปคตรัลเอลิ
เมนต (Spectral element method, SEM) วิธีเมสอิสระ (Meshless methods) วิธีเอลิเมนตเสมือน 
(Virtual element method, VEM) และวิธีสเกลบาวดารีไฟไนทเอลิเมนต (Scaled boundary finite 
element method, SBFEM) เปนตน ในบรรดาวิธีการเหลานี้ วิธีไฟไนตเอลิเมนต [1,2,3] ถือเปน
พื ้นฐานที ่สำคัญในการคิดคนพัฒนาวิธ ีการใหมๆขึ ้นมา รวมทั ้งวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยการสราง
ความเครียดแบบสม่ำเสมอ ดวยเชนกัน หลักการสำคัญของวิธีการวิเคราะหเชิงตัวเลขเหลานี้คือการ
พยายามเปลี่ยนสมการเชิงอนุพันธเหลานั้นซึ่งอยูในรูปที่เรียกวา “Strong form” ใหอยูในรูปของการ
อินทิเกรตที่เรียกวา “Weak form” หรือ “Integral form” ซึ่งสามารถแกปญหาไดงายกวา ถึงแมวาวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตจะเปนที่นิยมใชกันอยางแพรหลายทั่วโลกอันเนื่องมาจากความสามารถในการแกปญหา
ไดอยางไมจำกัด แตก็ยังคงมีขอดอยที่ตองไดรับการปรับปรุงหลายอยาง ไมวาจะเปนเรื่องของปญหาสติฟ
เนสที่มากเกินจริง (Over stiff) ความแมนยำเที่ยงตรงของคาความเคน (Stress accuracy) รวมไปถึง
การบิดเบี้ยวของโครงตาขาย (Mesh distortion) ภายใตการเสียรูปมาก (Large deformation) เปนตน 
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การวิเคราะหไฟไนทเอลิเมนตดวยการสรางความเครียดแบบสม่ำเสมอ (Smoothed finite 
element methods, SFEM) ไดถูกเสนอขึ้นเปนครั้งแรกโดย G.R. Liu และคณะ [4] เพื่อแกปญหาทั้ง
ในสวนของสถิตยศาสตรและพลศาสตร ซึ ่งเปนการพัฒนาตอยอดจากวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบเดิม 
(Finite element method, FEM) หัวใจสำคัญของการวิเคราะหไฟไนทเอลิเมนตดวยการสราง
ความเครียดแบบสม่ำเสมอที่แตกตางจากไฟไนทเอลิเมนตคือการสรางสนามความเครียดสม่ำเสมอ 
(Smoothed strain field) โดยตรงจากการเปลี่ยนตำแหนงที่สมมุติไวแลวดวยการใช Smoothed 
Galerkin weak form โดยยังคงมีคุณสมบัติของความเสถียรและการลูเขาหาผลเฉลยแมนตรงไมนอยไป
กวาวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบปกติ สวนขั้นตอนอื่น ๆ ของการวิเคราะหเชนการหาสติฟเนสของแตละเอลิ
เมนต การรวมกันเพื่อสรางสติฟเนสหลักของทั้งโดเมน การแกระบบสมการเพื่อหาคาการเปลี่ยนตำแหนง
นั้น ยังคงใชขั้นตอนเดียวกันกับที่ใชในขั้นตอนของวิธีไฟไนทเอลิเมนตนั่นเอง 

การสรางโดเมนสม่ำเสมอสำหรับปญหาในสองมิตินั้น สามารถแบงออกไดเปน 3 แบบดวยกัน 
คือ แบงโดยใชเอลิเมนต (CSFEM) แบงโดยใชขอบ (ESFEM) และแบงโดยใชโหนด (NSFEM) ดังแสดงใน
รูปที่ 1.1 
 

 
          CS-FEM                 ES-FEM                               NS-FEM 
 
รูปที่ 1.1 การสรางโดเมนสม่ำเสมอแบบตาง ๆ 
 

วิธี SFEM สามารถแกปญหาโดยใหคาความถูกตองของความเคนรวมทั้งคาอื่น ๆ ที่สนใจสูงกวา
วิธีการไฟไนทเอลิเมนต [4] เนื่องจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตใชรูปแบบของ Galerkin weak form ตัว
แปรความเครียดสม่ำเสมอจึงมีคุณสมบัติออโธโกนอล (Orthogonal) กับตัวแปรความเครียดในไฟไนทเอ
ลิเมนต คุณสมบัตินี้ ทำใหคำตอบที่ไดจากวิธี SFEM มีคาเปนขอบเขตลางของปญหาเมื่อเทียบกับคำตอบ
ที่ไดจากวิธีไฟไนทเอลิเมนตซึ่งถือวาเปนขอบเขตบน หรือกลาวอีกนัยหนึ่งคือผลเฉลยที่ไดจากวิธีสมูทไฟ
ไนทเอลิเมนตนี้ เปนคำตอบที่อยูระหวางคำตอบที่ไดจากวิธีไฟไนทเอลิเมนตและผลเฉลยแมนตรงของ
ปญหาสมการเชิงอนุพันธยอยนั่นเอง [5] โดเมนสม่ำเสมอซึ่งถูกสรางบนพื้นฐานของเอลิเมนตที่มีหลาย
ดาน (Polygonal elements) นั้นถูกเสนอเปนครั้งแรกโดย Dai K. และคณะ [6] โดยทางทฤษฎีแลว เอ
ลิเมนตที่มีดานมากกวาสี่ดานนี้ สามารถเปนไดทั้งเอลิเมนตที่มีดานยื่นเขาไปหรือยื่นออกจากเอลิเมนต 
หาก SFEM ถูกใชโดยมีเพียงหนึ่งเอลิเมนตแบบสม่ำเสมอสำหรับแตละเอลเมนตในขอบเขตของปญหา
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นั้น ผลเฉลยที่ได จะใกลเคียงหรือเทากันกับ FEM ที่ใชเอลิเมนตแบบสี่ดานรวมกับการใช Reduced 
integration Gauss’s rule [5] นอกจากนี้ Liu G. และคณะ [7] ยังไดเสนอวิธีการที่เรียกวา  aFEM  
ซึ่งสนามความเครียดที่สมมุติขึ้นนั้นจะไดมาจากการนำเอาคาเฉลี่ยของความเครียดที่จุดตอของเอลิเมนต
โดยการใชแฟกเตอรที่ปรับคาได a ไปรวมกับความเครียดที่คำนวณไดจาก FEM ปกติ วิธีสมูทไฟไนทเอ
ลิเมนตแบบการสรางโดเมนยอยสม่ำเสมอภายในเอลิเมนตหลักนี้สวนใหญใชการประมาณเชิงเสนของโพ
ลิโนเมียล (Linear polynomial interpolation method, LPIM) สำหรับการสรางฟงกชันการ
ประมาณรูปรางภายในของเอลิเมนต บางครั้ง อาจเลี่ยงไมไดที่จะตองใชการประมาณแบบโพลิโนเมียล
ทั่วไปสำหรับการสรางฟงกชันรูปรางของเอลิเมนตและนำไปสูคุณสมบัติซิงกูลารของเมทริกซโมเมนต 
(Moment matrix) เพื่อเปนการหลีกเลี่ยงการมีคุณสมบัติซิงกูลารดังกลาว Liu G. และคณะ [8] ไดใช
เทคนิค RPIM (Radial point interpolation method) สำหรับการสรางฟงกชันรูปรางของเอลิเมนต
หลักรูปสามเหลี่ยม ในกรณีที่มีการทำงานรวมกันของคอมพิวเตอรชวยในงานออกแบบ (Computer 
aided design, CAD) และการวิเคราะหไฟไนทเอลิเมนตที่รู จักกันดีในชื่อ Isogeometric analysis 
(IGA) นั้น Hamrani A. และคณะ [9] ไดใชวิธี Cell-based สมูทไฟไนทเอลิเมนตประยุกตใชรวมกับ 
NURBS-based IGA เพื่อแกปญหาโจทยใน 2 มิติและสามารถแสดงใหเห็นอยางเดนชัดถึงขอดีอันหนึ่ง
ของวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตนั ่นคือ การไมตองคำนวณหาอนุพันธของฟงกชันของ NURBS [10] 
นอกจากนั้น ในวิธี Cell-based SFEM ซึ่งถือวาเปนวิธี SFEM ที่เปนพื้นฐานนั้น ยังไดถูกนำไปศึกษา
อยางแพรหลายกับปญหาตาง ๆ เชน ปญหาของการแตกหักในสองมิติ โดยใชรวมกับวิธี Extended 
Finite Element Method (XFEM) [11] ปญหาเกี่ยวกับแผนบางและแผนเปลือกบาง (Plate and 
Shell) [12] ปญหาทางดานพลศาสตร (Dynamics) [13] เปนตน  

งานวิจัยนี้ ทำการศึกษาผลของการใชเอลิเมนตทรงเหลี่ยมสี่หนาเพื่อสรางโดเมนยอยสม่ำเสมอ 
(Smoothing domains) จำนวนสี่สวนที่อยูภายในเอลิเมนตหลักทรงเหลี่ยมสี่หนา ความยาวแตละดาน
ของโดเมนยอยนี้ถูกกำหนดใหเปนอัตราสวน (�) เทียบกับความยาวเดิมของเอลิเมนตหลัก จำนวนของ
เอลิเมนตหลักที่สรางขึ้นนี้ ไดมาจากการสรางโครงตาขายทรงเหลี่ยมสี่หนาจตุรัสดวยโปรแกรม MATLAB 
[14] โดยมีอัตราสวนของโครงตาขายในแนวนอนตอแนวดิ่งเปน 4:1 สอดคลองกับอัตราสวนขนาดของ
คานยื่นปลายที่ทำการศึกษาเพื่อปองกันการเกิดพฤติกรรมของคานที่เรียกวา Shear locking [15] หลัก
ความสมมาตรของการทำใหรูปรางของโดเมนยอยสม่ำเสมอมีลักษณะเปน Representative volume 
element (RVE) ถูกนำมาประยุกตใชเพื่อใหโดเมนสม่ำเสมอภายในเอลิเมนตที่ถูกสรางขึ้นมีความ
ตอเนื่องกัน  

การศึกษาในครั้งนี้ไดแบงหัวขอดำเนินการออกเปนสวนตาง ๆ ดังตอไปนี้  สมการของสมูทไฟ
ไนทเอลิเมนตจะกลาวไวในสวนที่สอง ตามดวยสวนที่สามซึ ่งจะกลาวถึงขอบเขตและตัวอยางของ
โครงสรางคานยื่นปลายในสองมิติซึ่งจะใชในการวิเคราะหเชิงตัวเลขดวยโปรแกรม MATLAB  ในสวนที่สี่
จะกลาวถึงผลการเปรียบเทียบของคำตอบท่ีไดจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตกับผลเฉลยแมนตรง 
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1.2 วัตถุประสงคการวิจัย   
งานวิจัยครั้งนี้เพื่อศึกษาการวิเคราะหปญหาความเคนใน 2 มิติโดยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต

ดวยการสรางเอลิเมนตรูปสี่เหลี่ยมใด ๆ แบบ 4 สวนยอย โดยมีวัตถุประสงคหลักๆดังนี้ 
1.2.1 เพื่อศึกษาทฤษฎีพื้นฐานของวิธีสมูทไฟไนตเอลิเมนตโดยการสรางความเครียดแบบ

สม่ำเสมอ 
1.2.2 เพื่อเปรียบเทียบผลของการวิเคราะหวิธีสมูทไฟไนตเอลิเมนตโดยการสรางความเครียด

แบบสม่ำเสมอ โดยการแบงเอลิเมนตออกเปน 4 สวนยอยกับผลเฉลยแมนตรง 
1.2.3 เพื่อศึกษาพารามิเตอรของอัตราสวนความยาวดานของเอลิเมนตยอยตอความยาวดาน

ของเอลิเมนตหลัก (�) ในการสราง Smoothing domain ที่มีผลตอการวิเคราะหปญหาใน 2 มิติ ดวย
วิธีการวิเคราะหวิธีสมูทไฟไนตเอลิเมนตโดยการสรางความเครียดแบบสม่ำเสมอ 

1.2.4 เพื่อศึกษาผลของการกำหนดจำนวนโครงขายเอลิเมนต (mesh) ที่มีตอการวิเคราะห
ปญหาใน 2 มิติ ดวยวิธีการวิเคราะหวิธีสมูทไฟไนตเอลิเมนตโดยการสรางความเครียดแบบสม่ำเสมอ 
 
1.3 ขอบเขตของงานวิจัย  

งานวิจัยนี้จะดำเนินการศึกษาการวิเคราะหปญหาใน 2 มิติ ดวยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตดวย
การสรางเอลิเมนตรูปสี่เหลี่ยมใด ๆ แบบ 4 สวนยอย โดยใชปญหาตัวอยางเปนคานยื่นปลาย ดาน
ขวามือมีแรงกระทำที่ปลายคานกระจายเปนรูปพาราโบลา ปลายคานดานซายมือเปนจุดรองรับมีสภาพ
เปนแบบยึดหมุน (HINGE SUPPORT) ที่ระยะกึ่งกลางของความลึก ที่ขอบดานบนและดานลางมีสภาพ
เปนที ่รองรับแบบเคลื่อนที่ไดในแนวดิ่ง (ROLLER SUPPORT) ดังรูปที ่ 1.2 ดำเนินการวิจัยโดยใช
โปรแกรม MATLAB เปนเครื่องมือชวยในการใชทฤษฎีการการวิเคราะหแกปญหา มีการกำหนดขอบเขต
ของการวิจัย ดังตอไปนี้ 

1.3.1 ศึกษาทฤษฎีพื้นฐานของวิธีสมูทไฟไนตเอลิเมนตโดยการสรางโดเมนความเครียดแบบ
สม่ำเสมอของเอลิเมนตจากเอลิเมนตที่มีดานมากกวา 4 ดาน (Polygonal elements) 

1.3.2 การวิเคราะหปญหาตัวอยางจะใชวิธีสมูทไฟไนตเอลิเมนต (CS-FEM) โดยการแบงเอลิ
เมนตออกเปนจำนวน 4 โดเมนยอย (smoothing domain) ดวยวิธีการสุมบนชวงอัตราสวน � ของ
ความยาวในแตละดานของแตละเอลิเมนต 

1.3.3 การคำนวณวิเคราะหกำหนดจำนวนโครงขายเอลิเมนต (mesh) เพื่อเปรียบจำนวน 5 
ชุด โครงขาย คือ 16x4 , 24x6 , 32x8 , 40x10 และ 48x12 

1.3.4 ทำการว ิเคราะหปญหาเฉพาะทางวิศวกรรมโยธาที ่ เป นปญหาความเคนหรือ
ความเครียดในระนาบแบบ 2 มิต ิ

1.3.5 ผลการการวิเคราะหจะทำการเปรียบเทียบเฉพาะ การเคลื ่อนตัวของปลายคาน 
(Displacement of Beam) , ความเคนตั ้งฉาก (Normal Stresses) และ ความเคนเฉือนในระนาบ 
(Shear Stress)  กับผลเฉลยแมนตรง (EXACT SOLUTION) 
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รูปที่ 1.2 ปญหาคานยื่นปลายสำหรับการวิเคราะหดวยสมูทไฟไนทเอลิเมนต  
 
1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ  

1.4.1 ทำใหทราบถึงองคความรูเกี่ยวกับการวิเคราะหปญหาความเคนของของแข็งใน 2 มิติ
ดวยวิธีสมูทไฟไนตเอลิเมนต (CS-FEM) 

1.4.2 ทำใหทราบถึงองคความรูดานอัลกอริทึ่มของการเขียนโปรแกรมการวิเคราะหสมูทไฟ
ไนตเอลิเมนตดวยโปรแกรมสำเร็จรูป MATLAB 

1.4.3 ทำใหทราบถึงพารามิเตอรที่มีผลตอการวิเคราะหปญหาความเคนในระนาบ 2 มิติ ดวย
วิธีสมูทไฟไนตเอลิเมนต (CS-FEM) 

1.4.4 ทำใหทราบถึงหลักการในการประยุกตใชวิธีสมูทไฟไนตเอลิเมนต (CS-FEM) สำหรับ
การวิเคราะหปญหาความเคนและความเครียดใน 2 มิติประเภทอื่น ๆ ในงานวิศวกรรมโยธา 

1.4.5 ทำใหสามารถนำองคความรูจากงานวิจัยครั้งนี้ ไปใชในการตอยอดองคความรูและเปน
ขอมูลพื้นฐานที่สำคัญ สำหรับการพัฒนาการเลือกโดเมนสำหรับสรางเอลิเมนตที่สามารถใหผลการ
คำนวณที่มีความแมนยำสูงในขณะเดียวกันก็ใชเวลาในการคำนวณสั้นลง 



บทที่ 2 
วรรณกรรมหรืองานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 
2.1  สมการครอบคลุมปญหา (Governing Equations for 2D Linear Elasticity) 
 พิจารณาโดเมน W  ของรูปทรงใด ๆ ในสองมิติที่มีวัสดุเปนเนื้อเดียวกันและมีพฤติกรรมเปน
แบบเชิงเสน โดเมนนี้ ถูกกำหนดใหอยูภายในขอบเขตของ G  โดยที่ G = G

u
È G

t
,G

u
Ç G

t
= 0  เมื่อ 

G
u
 และ G

t
  คือ เงื่อนไขขอบแบบ Dirichlet และ Neumann ตามลำดับ สมการสมดุลสามารถเขียน

ใหอยูในรูปของสัญลักษณเทนเซอร (Tensor notations) ไดเปน 
 

Ñ.s + f b = 0   (1) 
 

เมื่อ Ñ คือ ไดเวอรเจนตโอเปอเรเตอร (Divergence operator)s  คือ Cauchy stress tensor และ 
��  คือ น้ำหนักของวัตถุ โดยที่ เงื่อนไขขอบทั้งสองนั้น ถูกกำหนดวาเปน 

 
u = u   บน G

u
 (2) 

 
s .n = f t   บน G

t
 (3) 

 
เมื่อ n  คือเวกเตอรหนึ่งหนวยที่ตั้งฉากออกจากขอบของโดเมน และu  คือการเปลี่ยนตำแหนงที่ทราบ
คาแลวบนขอบเขต G

u
 ดังแสดงตามรูปที่ 2.1 

 

 
 

รูปที่ 2.1 โดเมนและขอบเขตของปญหา 
  

 ความสัมพันธ ระหวางความเค นและความเครียดนั ้น สามารถเขียนใหอยู  ในร ูปของ 
constitutive equation หรือเรียกอีกอยางหนึ่งวา กฎทั่วไปของฮุค กลาวคือ 
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s = C :eÞs

ij
= C

ijkl
e
kl

  (4) 

 
 ภายใตเงื่อนไขของสมมุติฐานที่วาการเคลื่อนที่ที่เกิดขึ้นมีคานอย ๆ (small-displacement 

theory) นั้น สมการความสอดคลองที่แสดงความสัมพันธระหวาง strain tensor e
ij
 กับการเคลื่อนที่ 

สามารถแสดงไดเปน 
 

e =
1

2
Ñu +ÑuTéë ùû   (5) 

 
 สมการที่ 1-3 รวมเรียกวา Strong form ซึ่งจะถูกเปลี่ยนใหอยูในรูปอยางงายที่เรียกวา Weak 

form เพื่อใชในการหาผลเฉลยโดยประมาณดวยการสรางสมการไฟไนทเอลิเมนตตอไป การเปลี่ยนรูป
ดังกลาวนี้ สามารถทำไดสองวิธีดวยกันคือทั้งการใชวิธีหลักของพลังงาน (Energy method) หรือวิธีการ
ถวงเศษน้ำหนัก (Weighted residual methods) ตกคางขึ้นอยูกับรูปแบบของปญหา สำหรับปญหา
ความเคนในระนาบสองมิติสำหรับวัสดุที่เปน Isotropic linear elastic material นั้น การสรางสมการ
ไฟไนทเอลิเมนต นิยมเขียนใหอยูในรูปของเมทริกซเพื่อความสะดวกไดดังนี้ 

 

séë ùû =
s
xx

s
xy

s
yx

s
yy

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, eéë ùû =

e
xx

e
xy

e
yx

e
yy

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
  (6) 

 
และนิยมเขียนใหอยูในรูปของ Voigt notation เพื่อความสะดวกในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร คือ 

 

s = s
xx
s
yy
s
xy

é
ë

ù
û
T

, e = e
xx
e
yy
e
xy

é
ë

ù
û
T

  (7) 

 
ในขณะที่เทนเซอรC  สำหรับปญหาในความเคนในสองมิติลดรูปลงเปน 

 

D =
E

1-n 2

1 n 0

n 1 0

0 0 1-n( ) / 2

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

  (8) 

 
และไดเวอรเจนตโอเปอเรเตอรสามารถเขียนใหอยูในรูปของสองมิติไดเปน 
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L=

¶/ ¶x 0

0

¶/ ¶y

¶/ ¶y

¶/ ¶x

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
  (9) 

 
 หากพิจารณาการสรางสมการไฟไนทเอลิเมนตดวยการใชวิธีเศษถวงน้ำหนักตกคางโดยคูณ
สมการที่ 1 ดวยฟงกชันทดสอบ V แลวทำการอินทิเกรตตลอดทั่วทั้งโดเมนของปญหาจะไดวา 

 

V T LTs dW+ V T f b dW= 0
W

ò
W

ò   (10) 

 
ใชการอินทิเกรตทีละสวน (Integration by parts) รวมกับเงื่อนไขขอบตามสมการที่ 2 และ 3 จะไดวา 

 

dV T BTDB( )udW- f b dW
W

ò - f t dG
G

ò
W

ò
é

ë
ê

ù

û
ú= 0   (11) 

 
 หากตองการใหสมการที่ 11 เปนจริงสำหรับฟงกชันทดสอบใด ๆ คาภายในวงเล็บตองมีคา
เปนศูนยสำหรับทุกไฟไนทเอลิเมนตเล็ก ๆ ที่ถูกแบงจากโดเมนของปญหานั่นเอง ดังนั้น สมการไฟไนทเอ
ลิเมนตของปญหาความเคนในระนาบ 2 มิติ สามารถแสดงไดเปน 

 

Ku= F  (12) 
 

โดยที่ 
 

F = Fe = NT f b dW+ NT f t dG
G

ò
W

ò
æ

è
ç

ö

ø
÷

e

å
e

å   (13) 

 
 เมื่อ K ,F ,u,N  คือ สติฟเนสเมทริกซ เวคเตอรของแรงกระทำที่ปลายจุดตอของเอลิเมนต 
การเคลื่อนที่ปลายจุดตอของเอลิเมนตและฟงกชันการประมาณรูปรางภายในของเอลิเมนตตามลำดับใน
ระบบโคออรดิเนตหลัก (Global system)  

 
2.2  การสรางสนามความเครียดสม่ำเสมอ (Smoothed Strain Field Construction) 
 ลำดับขั้นตอนการทำงานของวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตนั้น มีความคลายคลึงกับวิธีการไฟไนทเอ
ลิเมนตแทบทุกขั้นตอน เริ่มตนจากการแบงโดเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ ที่มีหลายดาน  
(N-sided polygonal element) ทำการสร างความเคร ียดแบบสม่ำเสมอโดยอาศัยเทคนิคของ 
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Strain/gradient smoothing บนโดเมนสม่ำเสมอที ่อยู ภายในทุก ๆ เอลิเมนต ขั ้นตอนนี้เปนเพียง
ขั้นตอนเดียวที่แตกตางจากวิธีไฟไนทเอลิเมนต ขั ้นตอนอื่น ๆ นอกเหนือจากนี้ เชน การสรางสมการ 
Weak form การกำหนดเงื ่อนไขขอบ การนำสมการของแตละเอลิเมนตยอยมาประกอบกันเขาเปน
สมการในระบบหลัก การแกสมการในระบบหลักเพื่อหาคาของการเปลี ่ยนตำแหนง รวมไปถึงการ
คำนวณกลับมาเพื่อหาคาความเคน ความเครียดและปริมาณอื่น ๆ ที่ตองการ ลวนแลวแตดำเนินการไป
ในทิศทางเดียวกับวิธีไฟไนทเอลิเมนตโดย สนามความเครียดสม่ำเสมอที่ตองการนี้ไดมาจากการคำนวณ
โดยใชคาของการเปลี่ยนตำแหนงของจุดที่อยูบนดานของโดเมนสม่ำเสมอจึงทำใหสามารถใชกับเอลิ
เมนตที่มีดานมากกวาสี่ดานซึ่งเปนขอดีที่เหนือกวาวิธีไฟไนทเอลิเมนต เนื่องจากการประมาณภายในของ
การเคลื่อนที่ของจุดตอที่อยูบนดานของเอลิเมนตทุกเอลิเมนตภายในโดเมนสม่ำเสมอเปนแบบเชิงเสน จึง
สงผลใหมีความตอเนื่องของการเคลื่อนที่ของทั้งโดเมนสำหรับปญหานี้ 

 วิธีการที่เรียกวา Strain/gradient smoothing ถือวาเปนวิธีที่งายและสะดวกที่สุดสำหรับการ
สรางความเครียดแบบสม่ำเสมอ สำหรับการวิเคราะหดวยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต ซึ ่งขึ ้นอยู กับ
สมมุติฐานที่วาความเครียด ณ ตำแหนงใด ๆ ภายในโดเมนสม่ำเสมอ ไดมาจากการทำใหความเครียด
แบบเดิมที่ใชในวิธีไฟไนทเอลิเมนต (Compatible strain field) เกิดการกระจายอยางสม่ำเสมอตลอด
ทั่วทั้งโดเมนสม่ำเสมอที่กำลังสนใจนั้น นอกจากนี้ ยังสมมุติวา ความเครียดสม่ำเสมอภายในโดเมน
สม่ำเสมอที่ไดนั้นมีคาคงที่ [5] 

 ในกรณีที่ความเครียดแบบเดิมที่ไดจากวิธีไฟไนทเอลิเมนตที่เรียกวา Compatible strain 
field นี้ สามารถหาไดโดยอาศัยความสัมพันธระหวางความเครียด-การเคลื่อนที่ (Strain-displacement 
relation) และกำหนดใหเปนe  แลวนั้น ความเครียดแบบสม่ำเสมอe  ณ ตำแหนง x

i
 ใด ๆ สามารถหา

คาไดจากสมการที่ 14 [16]  
 

e (x
i
) = e(x)

W

ò W (x
i
- x)dW = Lu (x)

W

ò W (x
i
- x)dW  (14) 

 
 โดยที่W (x

i
- x)  คือฟงกชันน้ำถวงหนักของตำแหนงที่สนใจโดยที ่ฟงกชันถวงน้ำหนักนี้ 

จะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่กำหนดไวใน Chen JS. และคณะ [17] เพื่อความสะดวกในการนำไปใช จะ
กำหนดใหฟงกชันถวงน้ำหนักนี้อยูในรูปของ Heaviside step function ดังนี้คือ 
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เมื ่อ Ai
S = dW

Wi
S

ò  คือพื ้นที ่ของโดเมนสม่ำเสมอ ในกรณีที ่ความเครียดแบบเดิมสามารถหาไดง าย 

สามารถคำนวณหาความเครียดแบบสม่ำเสมอไดโดยตรงซึ่งสงผลใหความเครียดแบบสม่ำเสมอสำหรับ
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วิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตนี้คงที ่ภายในโดเมนสม่ำเสมอที่กำหนดไวนั ่นเอง ในกรณีที ่การหาคาของ
ความเครียดแบบดั้งเดิมสามารถทำไดยาก การเปลี่ยนจากความเครียดมาเปนการเปลี่ยนตำแหนงแทน
แลวใชทฤษฎ ีGreen-Gauss จะชวยแกปญหาดังกลาวไดเปนอยางดี กลาวคือ 

 

�(̅��) = � �
�

��(�)�(�� − �)�Ω =
1

��
� � ��

�

(�)��(�)�Γ (16) 

 
เมื่อ L

n
(x) คือเมทริกซของเวคเตอรหนึ่งหนวยที่มีทิศทางตั้งฉากออกจากดานของG   

 
 หากแทนค าการเคล ื ่อนท ี ่ปลายจ ุดต อของเอล ิ เมนต ในว ิธ ีสม ูทไฟไนท  เอล ิ เมนต  

u (x) = N
i
u
i
(x)

i=1

n

å  ลงในสมการที่ 16 แลวทำการจัดรูปสมการเสียใหมจะได 

 

  (17) 

 
 โดยที่ B  คือเมทริกซความเครียด-การเปลี่ยนตำแหนงแบบสม่ำเสมอในระบบโคออรดิเนตหลัก 

(Global smoothed strain-displacement matrix) ซึ่งสามารถเขียนในรูปเมทริกซไดเปน 
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เมื่อ 
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ò   และ   (19) 

  
 สมการที ่ 19 เปนสมการอินทิเกรตในหนึ่งมิติของขอบของเอลิเมนตที ่อยู ภายในโดเมน

สม่ำเสมอนั่นเอง เชนเดียวกันกับวิธีไฟไนทเอลิเมนต สามารถใชกฎการอินทิเกรตของเกาส (Gauss 
quadrature rules) เขามาชวยได หากการเปลี่ยนตำแหนงที่ใชบนแตละดานของเอลิเมนตนั้นมีการ
แปรผันแบบเชิงเสน ตำแหนงของเกาสเพียงแคหนึ่งจุด ณ ตำแหนงกึ่งกลางดานก็เพียงพอที่จะใหคาการ
ประมาณของฟงกชันโพลิโนเมียลมีความถูกตองถึงกำลัง 2nG -1=1  เมื่อ nG  จำนวนจุดของเกาส 
ดังนั้น เครื่องหมายอินทิเกรตในสมการที่ 19 สามารถเปลี่ยนใหอยูในรูปเครื่องหมายผลรวมไดเปน 
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 เมื่อ n

G

S  คือจำนวนดานของเซลลที่อยูภายในโดเมนสม่ำเสมอและ x
j

G  คือตำแหนงของจุดเกาส 

ณ กึ่งกลางดานนั้น ๆ n
i, j

 คือเวคเตอรหนึ่งหนวยที่พุงออกจากดานของเซลลและ L
j
 คือความยาวดาน

ของเซลลนั้นตามลำดับ จะสังเกตเห็นวาในวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตนี้ เมทริกซความเครียด-การเปลี่ยน
ตำแหนงซึ่งเปนเมทริกซสำคัญสำหรับการคำนวณหาสติฟเนสเมทริกซตอไปนั้น ไมตองทำการหาอนุพันธ 
ทำใหสามารถทำงานไดเร็วกวาวิธีแบบเดิมมากสำหรับปญหาที่มีจำนวนเอลิเมนตมาก 

 
2.3  โดเมนสม่ำเสมอโดยการแบงเอลิเมนตทรงสี ่หนา (Cell-based Quadrilateral 
Smoothing Domain) 

 งานวิจัยในครั้งนี้ ใชการแบงโดเมนใหญของทั้งปญหาออกเปนโดเมนยอย ๆ โดยใชเอลิเมนต
ทรงเหลี่ยมสี่หนา (Quadrilateral element) เปนเอลิเมนตหลักดังแสดงในรูปที่ 2.2 เอลิเมนตหลัก
ดังกลาว จะถูกนำมาแบงออกเปนสวยยอยที่เรียกวาโดเมนสม่ำเสมอ (Smoothing domain, SD) ดวย
การใชเอลิเมนตทรงเหลี่ยมสี่หนาเชนกัน จำนวนนอยที่สุดของโดเมนสม่ำเสมอสำหรับปญหาของของแข็ง
ใน 2 มิติ ซึ่งแนะนำโดย [18]  มีคาเทากับ 2n / 3 เมื่อ n  คือจำนวนจุดตอทั้งหมดของปญหา การแบง
โดเมนยอยสม่ำเสมอนี้ สามารถทำไดโดยทำการลากเสนเชื่อมตอระหวางกึ่งกลางดานทั้งสองที่อยูตรง
ขามกันดังแสดงในรูปที่ 2.2 
 

 
                     Field node               Added node to form smoothing domains 

 
รูปที่ 2.2 แสดงการแบงโดเมนยอยสม่ำเสมอจากเอลิเมนตรูปสี่เหลี่ยม  

(a) 1 โดเมนยอยสม่ำเสมอ (b) 4 โดเมนยอยสม่ำเสมอ (c) 8 โดเมนยอยสม่ำเสมอ  
 

เนื่องจากการเคลื่อนที่ปลายจุดตอของดานที่อยูบนโดเมนสม่ำเสมอนี้ใชการประมาณเปนแบบเชิง
เสน เมทริกซความเครียด-การเปลี่ยนตำแหนงแบบสม่ำเสมอในระบบโคออรดิเนตหลัก (สมการที่ 18) 
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สามารถคำนวณไดดวยการใชคาของฟงกชันรูปราง (Shape function) ของเกาส ณ จุดกึ่งกลางดาน
เพียงจุดเดียวโดยไมจำเปนตองหาอนุพันธของมัน ในทางปฏิบัติ นิยมใชการประมาณเชิงเสนสำหรับการ
หาคาของฟงกชันรูปรางดังกลาว ในรูปที่ 2.3 วงกลมทึบ 1-2-3-4 แสดงตำแหนงจุดตอของเอลิเมนต
หลักทรงเหลี่ยมสี่หนา วงกลม 5-6-7-8-9 แสดงตำแหนงของจุดตอของโดเมนยอยสม่ำเสมอสี่โดเมน 
วงกลมกากบาท g1-g12 แสดงตำแหนงของจุดเกาสทั้งหมด 

 
รูปที่ 2.3 ตำแหนงของจุดเกาส ณ กึ่งกลางดานของโดเมนสม่ำเสมอยอย 

 

2.4  สมการสมูทไฟไนทเอลิเมนต 
 จากหลักการของวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตที่กลาวมาเบื้องตน สามารถเขียนเปนสมการสุดทาย

ไดวา 
 

KSFEMu = F  (21) 
 

โดยใชสัญลักษณบารดานบนเพื่อแสดงใหเห็นถึงความแตกตางกับสมการไฟไนทเอลิเมนตนั่นเอง 
เพราะฉะนั้น สติฟเนสเมทริกซสม่ำเสมอในระบบโคออรดิเนตหลัก สามารถเขียนใหอยูในรูปผลรวมของ
สติฟเนสสม่ำเสมอยอยไดเปน 

 
KSFEM = BTDBA

k

så   (22) 

 
ซึ่งสามารถแกระบบสมการที่ 21 เพื่อหาคาการเปลี่ยนตำแหนงปลายจุดตอที่ตองการได 
 
2.5 งานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 ขอบเขตความสม่ำเสมอซึ ่งถูกสรางบนพื ้นฐานของเอลิเมนตที ่ม ีด านมากกวา 4 ดาน 
(polygonal elements) นั้นถูกเสนอเปนครั้งแรกโดย [6] โดยทางทฤษฎีแลว เอลิเมนตที่มีดานมากกวา 
4 ดานนี้ สามารถเปนไดทั้งเอลิเมนตที่มีดานยื่นเขาไปหรือยื่นออกจากเอลิเมนต คุณสมบัติที่สำคัญของ
วิธี SFEM นั้นมีอยูหลายอยาง [20] หาก SFEM ถูกใชโดยมีเพียงหนึ่งเอลิเมนตแบบสม่ำเสมอสำหรบัแต
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ละเอลเมนตในขอบเขตของปญหานั้น ผลเฉลยที่ได จะใกลเคียงหรือเทากันกับ FEM ที่ใชเอลิเมนตแบบสี่
ดานดวย reduced integration Gauss’s rule 
 สำหรับการใชเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมเพื่อสรางโดเมนตอเนื่องสม่ำเสมอนั้น จำนวนของโดเมน
ตอเนื่องสม่ำเสมอนั้นจะตองไมนอยกวาจำนวนนอยที่ยอมใหดังแสดงในตารางที่ 2.1 [18] เมื่อ n� คือ
จำนวนของโหนดทั้งหมดของโดเมน 
 
ตารางที่ 2.1 แสดงจำนวนนอยที่สุดของโดเมนตอเนื่องสม่ำเสมอสำหรับปญหาของแข็ง 

Dimension of the Problem Minimum Number of Smoothing Domains 
1D ��
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 เนื่องจากไมมีการ mapping ระหวาง physical coordinates กับ natural coordinates วิธี 
CS-FEM โอกาสที่จะเกิดปญหาเรื่องการบิดตัวหรือเกิดการเสียรูปอยางมากของเอลิเมนต จึงมีโอกาส
เกิดขึ้นไดนอยกวาในวิธี FEM ปกติ [21,22] 
 นอกจากนี ้ [23] ย ังพบอีกว าถาแตละเอลิเมนตร ูปทรงเหลี ่ยมสี ่หนา (Quadrilateral 
element) ของขอบเขตปญหาที่สนใจถูกแบงยอยออกเปนโดเมนตอเนื่องสม่ำเสมอที่ใชเอลิเมนตแบบ
รูปทรงเหลี่ยมสีหนาดวยแลว คาของสติฟเนสเมทริกซหลักที่ไดจากการวิเคราะหดวยวิธี CS-FEM นี้ จะลู
เขาสูคาเดียวกันกับสติฟเนสเมทริกซหลักของวิธีไฟไนทเอลิเมนตที่ใช Gauss integration แบบ 2X2 
นั่นเอง 
 การแกปญหาเกี่ยวกับเรื่อง Volumetric locking ซึ่งจะเกิดขึ้นเมื่อคาของอัตราสวนปวซอง
ของวัสดุมีคาเขาใกล 0.5 สำหรับวิธีไฟไนทเอลิเมนตนั้น ทำไดโดยการกำหนดคาที่แตกตางกันของ 
Gauss quadrature สำหรับวัสดุที่แตกตางกัน [20] ในขณะที่วิธี CS-FEM สามารถทำไดงายกวานั้นมาก
โดยเพียงแตใชจำนวนของโดเมนตอเนื่องสม่ำเสมอที่แตกตางกันสำหรับแตละสวนของวัสดุที่ตางกัน
นั่นเอง 
 วิธี SFEM ยังไดมีการศึกษาเพิ ่มเติมในสวนของทฤษฎีอยางมากมาย [24] รวมไปถึงการ
ประยุกตใชแกปญหาดานไดนามิกส [18] ปญหาเกี่ยวกับแผนและแผนเปลือกบาง [22,25] รวมไปถึง
นำไปใชควบคูกันกับวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบขยาย (XFEM: eXtended Finite Element Method) 
สำหรับแกปญหาทางดานกลศาสตรการแตกหักใน 2 มิติ และในปญหาแผน 
 



บทที่ 3 
วิธีดำเนินการวิจัย 

 
บทนี้จะกลาวถึงขั้นตอนการดำเนินงานวิจัย เครื่องมือและอุปกรณที่ใชสำหรับการทำวิจัย  

การกำหนดปญหาตัวอยางเพื่อดำเนินการวิจัย และกระบวนการแกปญหางานวิจัย ตามลำดับ  
 
3.1 ขั้นตอนการดำเนินการวิจัย 

 
 

 
 

รูปที่ 3.1 แผนงานวิจัย 
 
 การศึกษาวิจัยมีขั้นตอนดำเนินการตามแผนงานวิจัย ดังรูปที่ 3.1 มีรายละเอียด คือ 

1) ศึกษาทฤษฎี Finite Element Method และ Smooth Finite Element Method โดย
มุงเนนไปทีก่ารศึกษาทำความเขาใจระเบียบวิธี Cell Base Smooth Finite Element Method และ
การสราง smoothing domain ทีม่ีการแบง Element รูปทรงสี่เหลี่ยมออกเปน 4 สวน 

2) กำหนดปญหาของตัวอยาง สรางแบบจำลองคณิตศาสตร สำหรับงานวิจัย 
3) สรางสมมุติฐานของงานวิจัยและวิธีการแกไขปญหาเพื่อหาคำตอบงานวิจัย 
4) ศึกษาข้ันตอน วิธีการ และเครื่องมือที่ใชสำหรับทำการวิเคราะห CS-FEM 
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5) ใชหลักทฤษฎีการวิเคราะห FEM และ CS-FEM มาประยุกตและสรางอัลกอลิทึ่มดวย
โปรแกรม MATLAB เปนเครื่องมือในการแกปญหา 

6) ทำการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดจากโปรแกรม MATLAB กับผลการคำนวณทาง
ทฤษฎ ี(Exact Solution) 

 
3.2 เคร่ืองมือและอุปกรณที่ใชในการทดสอบ 

1) โปรแกรม MATLAB 

MATLAB เปนภาษาคอมพิวเตอรระดับสูงที ่ใชสำหรับคำนวณเชิงตัวเลข (Numerical 

Computing) แสดงผลกราฟฟก และเขียนโปรแกรม ทำใหเราสามารถคำนวณผลลัพธ พัฒนาอัลกลิ

ทึ ่ม สรางแบบจำลอง และโปรแกรมไดงายและรวดเร็วมาก ภายในตัว MATLAB ประกอบดวย

ภาษาคอมพิวเตอร ชุดเครื่องมือ (Toolbox) กลุมฟงกชันสำเร็จรูปในแตละสาขาวิชา และฟงกชัน

พื้นฐานจำนวนมาก ทำใหการวิเคราะหทำไดหลากหลายวิธี พรอมกับหาคำตอบที่รวดเร็ว 

MATLAB สามารถทำงานไดทั้งในลักษณะของการติดตอโดยตรง คือการเขียนคำสั่งเขาไปที

ละคำสั ่ง เพื ่อให MATLAB ประมวลผลไปเรื่อยๆ หรือสามารถที่จะรวบรวม ชุดคำสั ่งเรานั ้นเปน

โปรแกรมก็ได ขอสำคัญอยางหนึ่งของ MATLAB ก็คือขอมูลทุกตัวจะถูกเก็บใน ลักษณะของแถวลำดับ 

คือ ในแตละตัวแปรจะไดรับการแบงเปนสวนยอยเล็ก ๆ ขึ้น ซึ่งการใชตัวแปรเปนแถวลำดับ ใน 

MATLAB เราไมจำเปนที่จะตองจองมิติเหมือนกับการเขียนโปรแกรมในภาษาขั้นต่ำทั่วไป ซึ่งทำใหเรา

สามารถที่จะแกปญหาของตัวแปรที่อยูในลักษณะของเมทริกซและเวกเตอรไดโดยงาย ซึ่งทำใหเราลด

เวลาการทำงานลงไดอยางมากเม่ือเทียบกับการเขยีน โปรแกรมโดยภาษาซีหรือภาษาฟอรแทรน 

2) ชุดคอมพิวเตอร 

คอมพิวเตอรสำหรับประมวลผล ติดตั้งระบบปฏิบัติการ Microsoft Windows 7 หรือ

เวอรชันสูงกวา แบบ 64 bit ขึ้นไปคุณสมบัติอยางนอยดังนี ้

 CPU แบบ x86-64 processor 4 cores ขึ้นไป 

 RAM 4 GB ขึ้นไป 

 พื้นที่วางบน Harddisk อยางนอย 2 GB ขึ้นไป สำหรับการติดตั้งเฉพาะ MATLAB 

และ 4-6 GB สำหรับติดตั้ง Toolboxes ของโปรแกรม 
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รูปที่ 3.2 ชุดคอมพิวเตอร 
 

3.3 ปญหาสำหรับงานวิจยั 
 

3.3.1   การเปรียบเทียบผลเชิงตัวเลข (Numerical Benchmark)   
การศึกษาวิจัยนี้ ดำเนินการศึกษาโดยทำการปรับปรุงโปรแกรมที่ถูกเขียนขึ้นดวย MATLAB 

สำหรับการวิเคราะหปญหาของแข็งในสองมิติโดย Liu G. และคณะ [5] ดวยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต 
โดเมนยอยสม่ำเสมอที่ใชเปนแบบความยาวดานไมคงที่แปรเปลี่ยนเปนอัตราสวนa เทียบกับความยาว
เดิมของดานนั้น ๆ ปญหาที่ใชในการตรวจสอบความถูกตองของอัลกอรึทึมและผลการวิเคราะหเปน
ตัวอยางคานยื่นปลายที่มีความยาว 48 เมตร ความลึก 12 เมตร และความหนา 1 เมตรเพื่อใหเปน
ปญหาความเคนในระนาบแบบสองมิติ ปลายคานดานหนึ่งมีแรงกระทำแบบไมสม่ำเสมอเปนรูป
พาราโบลา ที่ดานปลายยื่นดานขวามือเทากับ 1000 นิวตัน ปลายคานดานซายมือมีสภาพเปนแบบยึด
หมุน (HINGE SUPPORT) ที่ระยะกึ่งกลางของความลึกโดยที่ขอบดานบนและดานลางมีสภาพเปน
ฐานรองรับแบบเคลื่อนที่ไดในแนวดิ่ง (ROLLER SUPPORT) ดังรูปที่ 3.3  

 

 
 

รูปที่ 3.3 คานยื่นปลายสำหรับการวิเคราะหดวยสมูทไฟไนทเอลิเมนต  
 

ผลเฉลยแมนตรงของคานยื่นปลายดังกลาวซึ่งไดแก การเคลื่อนที่ทั้งสองแกน สามารถแสดงใน
รูปสมการไดเปน [19]  
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เมื่อ I = D3 / 12  คือโมเมนตความเฉื่อยของคานรูปสี่เหลี่ยมผืนผาที่มีความหนาเทากับหนึ่ง

หนวย ความเคนในระนาบที่คำนวณไดจากคาของการเปลี่ยนตำแหนงดังกลาวสามารถแสดงไดดัง
สมการที่ 25  

s
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4
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3.3.2 การกำหนดจำนวนโครงขายเอลิเมนต 
การศึกษาการวิจัยนี้กำหนดใหทำการทดสอบและเปรียบเทียบผลการวิเคราะห โดยใชการ

แบงโครงตาขายเอลิเมนต จำนวน 5 ชุด คือขนาดของโครงตาขายจากหยาบสุดซึ่งมีขนาด 16x4 , 
24x6 ไปจนถึง 48x12 ดังแสดงในตารางที่ 3.1 โดยกำหนดจำนวนการแบงเอลิเมนตดานแกน X และ 
แกน  Y  (�� ∶ ��)  เทากับ 4:1 ซึ่งเปนอัตราสวนเดียวกันกับความยาวตอความลึกของคาน (L:D) 
ทำใหไดเอลิเมนตที่มีลักษณะเปนรูปทรงสี่เหลี่ยมที่มีความสมมาตร ดังแสดงในรูปที่ 3.4  

ตารางที่ 3.1 แสดงจำนวนการแบงเอลิเมนตสำหรับปญหาตัวอยาง 

แกน จำนวนโครงขายเอลิเมนต 

nx 16 24 32 40 48 

ny 4 6 8 10 12 
 

 

รูปที่ 3.4 แสดงการแบงโครงขายเอลิเมนตอัตราสวน 4:1 
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3.3.3 การสรางโดเมนสม่ำเสมอยอย 

การสรางโดเมนสม่ำเสมอยอยในแตละเอเมนตนั้น เริ่มตนโดยการสุมตำแหนงบนดานทั้งสี่ดาน 
คือ ตำแหนงที่ 5 บนดาน 1-2 ตำแหนงที่ 6 บนดาน 2-3 ตำแหนงที่ 7 บนดาน 3-4 และตำแหนงที่ 8 
บนดาน 4-1 ทำการลากเสนเชื่อมจากตำแหนงที่ทำการสุมไปยังดานตรงขาม ไดเสนตรง 5-7 และ 6-8 
ตัดกันที่ตำแหนงที่ 9 ทำใหสามารถแบงแตละเอลิเมนตออกเปนรูปสี่เหลี่ยมดานไมเทาจำนวน 4 
โดเมนดังรูปที่ 3.5   

จากรูปดังกลาวพบวา การสรางโดเมนแบบอิสระดวยหลักการสุมในทุกๆเอลิเมนตแบบนี้ 
ลักษณะรูปรางของโดเมนสม่ำเสมอ (smoothing domain) ที่ไดจะมีลักษณะเปนรูปสี่เหลี่ยมดานไม
เทาที่มีขนาดและรูปรางแตกตางกันอยางไมมีรูปแบบใดๆ ซึ่งสังเกตเห็นไดชัดเจนวาเมื่อเชื่อมตอเอลิ
เมนตทุกเอลิเมนตเขาดวยกัน พื้นที่ที่เกี่ยวของกับจุดตอของเอลิเมนตหลักจะมีความแปรผันมาก ทำ
ใหผลของการคำนวณมีคาที่ไมแนนอน ควบคุมไมไดและมีโอกาสผิดพลาดสูงดังแสดงในรูปที่ 3.6 (1) 

 

 

รูปที่ 3.5 การสรางโดเมนสม่ำเสมอยอย  

 

รูปที่ 3.6 การสรางโดเมนสม่ำเสมอยอย  (1) แบบอิสระ (2) แบบ Semi-Unit Cell 
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เพื่อขจัดความไมแนนอนดังกลาวออกไปจากการสรางโดเมนสม่ำเสมอยอย หลักการของ Unit 
Cell จะถูกนำมาประยุกตใช โดยพยายามสรางโดเมนสม่ำเสมอยอยในลักษณะที่ทำใหการกระจายตัว
ของมันมีความสม่ำเสมอตอเนื่องกันไปทั่วทั้งโดเมนของปญหาที่กำลังสนใจ โดยการสุมตำแหนงบน
ดานทั้งสี่ดาน (จุดที่ 5 , 6 , 7 และ8 ) ใหสอดคลองกับอัตราสวน � ที่กำหนดไว (�� = ��) โดย
กำหนดใหอัตราสวน α มีคา 3 ชวง คือ 0.2-0.3 , 0.3-0.4 และ 0.4-0.5 ตามลำดับ ทำการลากเสน
เชื่อมจากตำแหนงที่ทำการสุมไปยังดานตรงขามไดเสนตรง 5-7 และ 6-8 ทำใหสามารถแบงเอลิเมนต
แตละเอลิเมนตออกเปนรูปสี่เหลี่ยมดานไมเทาจำนวน 4 โดเมนดังรูปที่ 3.5 จากนั้นใชความสัมพันธ
ของดานที่ใชขอบเอลิเมนตรวมกันสรางโดเมนสม่ำเสมอที่มีลักษณะแบบเงาสะทอนกับเอลิเมนตที่อยู
ตอเนื่องกัน ทำใหพื้นที่ที่เกี่ยวของกับจุดตอของเอลิเมนตมีขนาดที่ใกลเคียงกัน การทำเชนนี้ทำใหได
รูปแบบของโดเมนสม่ำเสมอ (smoothing domain) ในลักษณะที่เรียกวา Semi-Unit Cell ดังแสดง
ในรูปที่ 3.6 (2)  

 
3.4 กระบวนการคำนวณปญหาสำหรับงานวิจัย 

การวิเคราะหศึกษาปญหาตัวอยางในงานวิจัยนี้ ไดใชโปรแกรม MATLAB สรางอัลกอลิทึ่ม
จากหลักทฤษฎี CS-FEM เปนเครื่องมือในการวิเคราะหปญหาตัวอยาง ในการศึกษากำหนดใหแบง
โครงขายเอลิเมนตเพื่อทำการทดสอบจำนวน 5 ชุดโครงขาย (mesh) คือ 16x4 , 24x6 , 32x8 , 
40x10 และ 48x12 ตามลำดับ ในแตละโครงขายจะทำการวิเคราะหโดยสรางโดเมนสม่ำเสมอยอย 
(smoothing domain) 3 อัตราสวน � ไดแก 0.2-0.3 , 0.3-0.4 และ 0.4-0.5 ตามลำดับ แสดงขั้น
การคำนวณของโปรแกรม ดังรูปที่ 3.7 มรีายละเอียดดั้งนี้  

1. สรางแบบจำลอง 
1) สรางแบบจำลองเลขาคณิตของคานปลายยื ่น (Geometric construction) โดยการ

กำหนดความยาว L= 48 เมตร และ D=12 เมตร 
2) กำหนดคุณสมบัติทางวัสดุ (Material properties) โดยกำหนด E = 3.0x106 นิวตันตอ

ตารางเมตร , ν = 0.3    
2. สรางโครงขายเอลิเมนต (Discretization/mesh the model) 

กำหนดจำนวนการสรางโครงตาขายเอลิเมนต เพื่อแบงแบบจำลองออกเปนเอลิเมนต ตามที่กลาวใน
หัวขอที่ 3.3.2 

3. สรางโดเมนสม่ำเสมอยอยตามอัตราสวน  � 
สรางโดเมนสม่ำเสมอ (smoothing domain) ใหกับแตละเอลิเมนตในขั้นตอนที่ 2 เพื่อทำ
การแบงภายในทุกเอลิเมนตออกเปน 4 สวนโดยอาศัยหลักการตามที่ไดกลาวในหัวขอที่ 3.3.3  

4. คำนวณหาคา shape function และสราง element stiffness matrix 
โปรแกรมจะประมวลผลจากคาที่ไดกำหนดในขั้นตอนที่ 1-4 เพื่อคำนวณหาคาตางๆ ดังนี้ 

1) คำนวณหาจำนวนจุดตอทุก Node   
2) คำนวณจำนวนเอเอลิเมนตทั้งหมด 
3) คำนวณจำนวนตัวแปรอิสระที่จุดตอท้ังหมด (ndof) 
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4) คำนวณคาพิกัดของจุดตอทั้งหมด 
5) คำนวณหา shape function ของเอลิเมนต 
6) คำนวณหาคา stiffness matrix ของแตละเอลิเมนตยอย [Ke]    

5. สราง global stiffness matrix [K]    
โปรแกรมจะประมวลผลและรวมคา stiffness matrix [Ke] ของแตละเอลิเมนตในขั้นตอนที่ 
4 มาสรางเปน global stiffness matrix [K] ของปญหาตัวอยางทั้งระบบ 

6. กำหนดเงื่อนไขจุดรองรับและน้ำหนักบรรทุก 
1) กำหนดเงื่อนไขจุดรองรับแบบ Hinge Support และ Roller Support ที่ปลายดานซายมือ
ใหกับแบบจำลอง 
2) ใสคาน้ำหนักกระทำท่ีปลายคานอิสระ (loadings) โดยกำหนดให P=1,000 

7. คำนวณหาคาการเคลื่อนตัว u จากสมการ  �� = �  
โปรแกรมจะทำการประมวลผลโดยใชผลการคำนวณคา Global stiffness matrix (K) ที่ได
จากขั้นตอนที่ 5 ขอบเขตเงื่อนไขจุดรองรับและน้ำหนักกระทำที่ปลายคานที่ไดกำหนดใน
ขั้นตอนที่ 6 มาประยุกตในรูปสมการ [�] = [�][�] ไดผลการคำนวณแสดงในรูปแบบการ
เคลื่อนตัวที่ที่จุดตอตางๆ (Displacement , u) 

8. คำนวณหาคา normal stress และ shear stress  
1) ใชคา Displacement ที่คำนวณไดจากข้ันตอนที่ 7 คำนวณหา normal stress ( ���) 
2) ใชคา Displacement ที่คำนวณไดจากข้ันตอนที่ 7 shear stress (���) 

9. เปรียบผลการวิเคราะหกับผลการคำนวณทางทฤษฎี  
ใชสมการที ่ 23 ถึง 25 คำนวณหาคา Tip Displacement , normal stress และ shear 
stress ของผลลัพธทางทฤษฎี เปรียบเทียบผลการศึกษาในรูปแบบกราฟฟกและตาราง 
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รูปที่ 3.7 ขั้นตอนการคำนวณของโปรแกรมวิเคราะหปญหา 
 



บทที่ 4 
ผลการศึกษางานวิจัย 

 
 ในเนื้อหาบทที่ 4 สวนนี้จะกลาวถึงผลของการวิเคราะหปญหาความเคนในระนาบ 2 มิต ิโดยใช
ปญหาคานยื่นปลายเปนตัวอยางในการสรางแบบจำลองคณิตศาสตร สำหรับคำนวณคาของการเปลี่ยน
ตำแหนง (displacement) ความเคนตั้งฉาก (Normal stress) และความเคนเฉือน (Shear stress) เพื่อ
เปรียบเทียบคาจากการวิเคราะหเชิงตัวเลขดวยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) แบบการใชเอลิเมนต
ทรงเหลี่ยมสี่หนาเพื่อสรางโดเมนยอยสม่ำเสมอ (Smoothing domains) จำนวน 4 สวนที่อยูภายในเอลิ
เมนตหลักรูปทรงเหลี่ยมสี่หนากับคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact solution) ในสวนของการวิเคราะหคา
ความเคนนั้น จะทำการวิเคราะหและเปรียบเทียบผลการคำนวณจำนวน 2 หนาตัด คือ หนาตัดที่ระยะ 
L/2 และ L/4 จากจุดรองรับ เมื่อ L คือความยาวทั้งหมดของคานยื่นปลาย โดยมีการแบงขนาดโครงขาย
เอลิเมนต (Mesh) จำนวน 5 ชุด คือ 16x4, 24x6, 32x8, 40x10 และ 48x12  ตามลำดับ ในแตละชุด
โครงขายเอลิเมนต ทำการสรางโดเมนสม่ำเสมอ (Smoothing domain) แบบแบงเปน 4 สวน ตาม
อัตราสวน �  เมื่อ � คือ อัตราสวนความยาวของเอลิเมนตยอยตอความยาวของเอลิเมนตหลักที่เทากันทั้ง
สองแกน ( �� = ��) กำหนดใหมีคา 3 ชวง คือ 0.2-0.3, 0.3-0.4 และ 0.4-0.5 ตามลำดับ ผลการ
วิเคราะหสามารถสรุปไดดังตอไปนี ้
 
4.1 การเคลื่อนตัวของปลายคาน (Displacement of Beam) 

ผลการวิเคราะหระยะการเคลื่อนตัวที่ปลายสุด (Tip Displacement) ของคานปญหาตัวอยางโดย
วิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) แบบการใชเอลิเมนตทรงเหลี่ยมสี่หนาเพื่อสรางโดเมนยอยสม่ำเสมอ 
(Smoothing domains) จำนวน 4 สวนที่อยูภายในเอลิเมนตหลักรูปทรงเหลี่ยมสี่หนา แสดงไวในตาราง
ที่ 4.1 จะพบวาคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact Solution) มีคาเทากับ 8.900x10-3 m ในขณะที่ผลการ
คำนวณจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) ไดคำตอบที่แปรผันตาม อัตราสวนของ � และจำนวน
ของการแบงเอลิเมนต กลาวคือ ผลการคำนวณจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) ลูเขาใกลคาผล
เฉลยจากทฤษฎ ี(Exact solution) เมื่ออัตราสวนของ � เพิ่มขึ้น ขณะที่จำนวนการแบงโครงตาขายเอลิ
เมนตที่มากข้ึนทำใหผลการคำนวณจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) เขาใกลคาผลเฉลยจากทฤษฎี 
(Exact solution) มากขึ้นเชนเดียวกัน 
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ตารางที่ 4.1 การเคลื่อนที่ปลายคาน Tip Displacement (x10-3 m) 
 

α 
โครงตาขายเอลิเมนต (MESH) 

16x4 24x6 32x8 40x10 48x12 

0.20-0.30 8.693 8.804 8.847 8.866 8.876 

0.30-0.40 8.787 8.847 8.871 8.881 8.887 

0.40-0.50 8.831 8.869 8.882 8.889 8.892 

Exact Solution 8.900 8.900 8.900 8.900 8.900 
 
 

 

รูปที่ 4.1 การเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคานเทียบกับคาทางทฤษฎี 
 

รูปที่ 4.1 แสดงผลของการเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายสุด (Tip Displacement) 
ของคานปญหาตัวอยางที่ไดจากตารางที่ 4.1 เทียบกับคาทางทฤษฎี สามารถเปรียบเทียบหาความ
แตกตางระหวางผลการคำนวณจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) กับคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact 
solution) ในรูปแบบรอยละ ดังแสดงไวในตารางที่ 4.2 เมื่อพิจารณาคารอยละของความแตกตางจาก
จำนวนการแบงเอลิเมนตที่มีความหยาบมากสุดคือขนาด 16x4 พบวาที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.2-0.3 
นั้นผลการคำนวณมีคาแตกตางจากคาทางทฤษฎีเทากับรอยละ 2.32 ในขณะที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 
0.3-0.4 และ 0.4-0.5 ผลการคำนวณคาการเคลื ่อนที ่จากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) มีคา
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แตกตางจากคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact solution) ลดลงเปนรอยละ 1.27 และ 0.78 ตามลำดับ 
ในขณะที่เมื่อมีการเพิ่มจำนวนการแบงเอลิเมนตใหมีความละเอียดมากขึ้นเปน 48x12 จะมีคาความ
แตกตางจากคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact solution) เทากับรอยละ 0.27, 0.15 และ 0.09 ที่ชวง
อัตราสวน � เทากับ 0.2-0.3, 0.3-0.4 และ 0.4-0.5 ตามลำดับ แสดงใหเห็นวาคาของการเปลี ่ยน
ตำแหนง (displacement) จะลูเขาสูคาผลเฉลยจากทฤษฎ ี(Exact solution) มากขึ้น เมื่อมีการเพิ่มขึ้น
ของท้ังอัตราสวน � และจำนวนการแบงเอลิเมนต การเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคานจากการคำนวณจาก
วิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) เมื ่อนำมาวาดกราฟเทียบกับคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact 
solution) แสดงไดดังรูปที่ 4.2 ถึง 4.6  
 
ตารางที่ 4.2 คารอยละของความแตกตาง Tip Displacement ระหวาง CS-FEM กับคา EXACT 

α 
โครงตาขายเอลิเมนต (MESH) 

16x4 24x6 32x8 40x10 48x12 

0.20-0.30 2.32 1.07 0.60 0.38 0.27 

0.30-0.40 1.27 0.59 0.33 0.21 0.15 

0.40-0.50 0.78 0.35 0.20 0.13 0.09 
 
 
 

 

รูปที่ 4.2 การเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคาน (mesh 16x4 - α1,α2,α3) 
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รูปที่ 4.3 การเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคาน (mesh 24x6 - �1, �2, �3)  
 

 

รูปที่ 4.4 การเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคาน (mesh 32x8 - �1, �2, �3) 

0 10 20 30 40 50

x(y=0)

-10

-8

-6

-4

-2

0
10

-3

Analytical Solution

CSFEM3

0 10 20 30 40 50

x(y=0)

-10

-8

-6

-4

-2

0
10-3

Analytical Solution

CSFEM3



36 
 

 

รูปที่ 4.5 การเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคาน (mesh 40x10 - �1, �2, �3)  
 

 

 

รูปที่ 4.6 การเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคาน (mesh 48x12 - �1, �2, �3)  
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4.2 ความเคนตั้งฉาก (Normal Stresses) 
การวิเคราะหเพื ่อศึกษาคาความเคนตั้งฉาก (Normal Stress) ของคานปญหาตัวอยางนั้น 

เนื่องจากs
yy

(x, y) = 0 จึงใชเพียงคาของs
xx

(x, y) สำหรับทำการเปรียบเทียบผลการคำนวณจาก

วิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) กับคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact solution) ของคานตัวอยาง ซึ่งจะ
ทำการวิเคราะหผลการคำนวณจำนวน 2 หนาตัด คือ หนาตัดที่ระยะ L/2 และหนาตัดที่ระยะ L/4 จาก
จุดรองรับ เมื่อ L คือ ความยาวของคานปญหาตัวอยาง โดยใชคาความเคนตั้งฉากทุกคาประจำตำแหนง
จุดตอ (node) บนหนาตัดที่คำนวณไดจากผิวบนสุด (+Y) ถึงผิวลางสุด (-Y) ดังรูปที่ 4.7 การแบงจำนวน
โครงตาขายเอลิเมนตและคาอัตราสวน � ในการสรางโดเมนสม่ำเสมอนั้นยังคงใชในลักษณะเดียวกันกับ
การวิเคราะหการเคลื่อนตัวของปลายคาน (Displacement of Beam) ดังที่กลาวในหัวขอ 4.1   
 

 
 

รูปที่ 4.7 ตำแหนงที่ทำการวิเคราะหคาความเคนตั้งฉาก 
  

4.2.1 ผลการวิเคราะหคาความเคนตั้งฉาก (Normal stress , ��� ) ของคานปญหาตัวอยาง 
โดยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) แบบการใชเอลิเมนตทรงเหลี่ยมสี่หนาเพื่อสรางโดเมนยอย
สม่ำเสมอ (Smoothing domains) จำนวน 4 สวน ที่อยูภายในเอลิเมนตหลักรูปทรงเหลี่ยมสี่หนากับ
คาที่ไดจากผลลัพธทางทฤษฎี (Exact solution) ที่ตำแหนงหนาตัดคานระยะ L/2 จากจุดรองรับ แสดง
ไวในตารางที่ 4.3 ถึง 4.7 และแสดงลักษณะการกระจายคาความเคนตั้งฉาก (Normal stress , ��� ) 
ดังรูปที่ 4.8 ถึง 4.12 
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ตารางที่ 4.3 คา ��� สำหรับโครงตาขายขนาด 16x4 (ระยะ L/2) 

 
 

ตารางที่ 4.4 คา ���สำหรับโครงตาขายขนาด 24x6 (ระยะ L/2) 

 

 

ตารางที่ 4.5 คา ��� สำหรับโครงตาขายขนาด 32x8 (ระยะ L/2) 

 

 

ตารางที่ 4.6 คา ��� สำหรับโครงตาขายขนาด 40x10 (ระยะ L/2) 

 

1 2 3 4 5

0.2-0.3 -800.63 -488.30 14.81 494.49 809.24

0.3-0.4 -831.51 -486.43 3.43 491.61 825.44

0.4-0.5 -872.25 -497.31 2.57 498.13 868.55

Exact -1000.00 -500.00 0.00 500.00 1000.00

Mesh 16x4

  α 
node

1 2 3 4 5 6 7

0.2-0.3 -861.20 -660.42 -333.95 2.14 336.43 656.05 863.80

0.3-0.4 -887.21 -661.93 -328.06 2.25 338.60 664.86 895.50

0.4-0.5 -913.50 -661.36 -331.26 0.66 337.26 669.03 913.73

Exact -1000.00 -666.67 -333.33 0.00 333.33 666.67 1000.00

Mesh 24x6

node
α

1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.2-0.3 -904.71 -742.85 -493.96 -247.71 -4.04 247.49 497.99 744.32 899.76

0.3-0.4 -921.39 -747.83 -503.68 -249.95 -0.20 247.89 496.59 749.38 922.37

0.4-0.5 -932.15 -742.49 -495.30 -248.04 -0.89 248.69 499.05 745.37 934.12

Exact -1000.00 -750.00 -500.00 -250.00 0.00 250.00 500.00 750.00 1000.00

α

Mesh 32x8

node

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0.2-0.3 -927.78 -795.50 -595.20 -400.16 -199.62 -0.12 198.27 398.62 600.99 798.93 925.70

0.3-0.4 -935.43 -798.04 -598.08 -401.36 -205.06 -2.90 197.82 398.14 600.76 797.44 931.58

0.4-0.5 -948.04 -801.16 -600.85 -398.81 -200.92 -2.75 197.26 401.59 598.85 798.36 949.52

Exact -1000.00 -800.00 -600.00 -400.00 -200.00 0.00 200.00 400.00 600.00 800.00 1000.00

α

Mesh 40x10

node
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ตารางที่ 4.7 คา ��� สำหรับโครงตาขายขนาด 48x12 (ระยะ L/2) 

 

 

รูปที่ 4.8 Normal stress เทยีบกับ Exact Solution โครงตาขายขนาด 16x4 (ระยะ L/2) 

 

รูปที่ 4.9 Normal stress เทยีบกับ Exact Solution โครงตาขายขนาด 24x6 (ระยะ L/2) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0.2-0.3 -936.46 -829.62 -665.75 -497.10 -329.68 -167.17 -1.56 165.79 331.60 499.43 669.20 832.76 939.47

0.3-0.4 -946.50 -834.60 -665.51 -496.96 -332.76 -166.47 3.28 167.62 336.55 499.12 663.41 833.14 949.43

0.4-0.5 -954.53 -830.71 -670.54 -502.13 -334.26 -164.24 1.52 166.95 334.57 501.80 669.22 835.34 958.04

Exact -1000.00 -833.33 -666.67 -500.00 -333.33 -166.67 0.00 166.67 333.33 500.00 666.67 833.33 1000.00

Mesh 48x12

node
α
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รูปที่ 4.10 Normal stress เทียบกับ Exact Solution โครงตาขายขนาด 32x8 (ระยะ L/2) 

 

 

รูปที่ 4.11 Normal stress เทียบกับ Exact Solution โครงตาขายขนาด 40x10 (ระยะ L/2) 
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รูปที่ 4.12 Normal stress เทียบกับ Exact Solution โครงตาขายขนาด 48x12 (ระยะ L/2)  
 

ผลการวิเคราะหคาความเคนตั้งฉาก (Normal Stress) จะถูกนำมาเปรียบเทียบเหมือนกับการ
วิเคราะหคาการเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคาน (Tip Displacement)  ซึ่งพบวาผลการเปรียบเทียบของ
การเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคาน มีแนวโนมลูเขาสูคาทางทฤษฎีเมื่อมีการเพิ่มคาของจำนวนการแบงเอลิ
เมนตหรือคาของอัตราสวน � คาใดคาหนึ่งหรือรวมกันทั้งสองแบบ ในกรณีความเคนตั้งฉากของหนาตัด
คานที่ระยะ L/2 กเ็ชนเดียวกัน คาความเคนที่ไดจากการวิเคราะหวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) มีคา
ลูเขาสูคาทางทฤษฎีเมื่อมีการเพิ่มคาของจำนวนการแบงเอลิเมนตหรือคาของอัตราสวน � คาใดคาหนึ่ง
หรือรวมกันทั ้งสองแบบ ตางกันตรงที ่ตำแหนงของจุดตอหรือระยะในแนวดิ ่งของหนาตัดจะมีคา
โคออรดิเนตไมเทากันขึ้นอยูกับจำนวนของเอลิเมนตที่ใชในการแบง  

จากตารางที่ 4.3 ถึง 4.7 เพื่อความสะดวกในการอธิบายผลการวิเคราะหจะใชจุดตอ 2 จุด ซึ่งอยู
ถัดจากตำแหนงผิวบนและผิวลางเขามาตามลำดับ (รูปที่ 4.7 จุดที ่ 2 และจุดที ่ Ny) สำหรับการ
เปรียบเทียบกับคาของความเคนตั้งฉากที่ไดจากทฤษฎี กลาวคือ จุดตอ 2, 4 (โครงตาขาย 16x4) จุดตอ 
2, 6 (โครงตาขาย 24x6) จุดตอ 2, 8 (โครงตาขาย 32x8) จุดตอ 2, 10 (โครงตาขาย 40x10) และ จุด
ตอ 2, 12 (โครงตาขาย 48x12) ตามลำดับ ความแตกตางของคาเฉลี่ยที่ไดจากการวิเคราะหดวยวิธีสมูท
ไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) เมื่อเทียบกับคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact solution) ของจุดตอตาง ๆ 
เหลานี้ ในกรณีที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.2-0.3 พบวามีคาเปนรอยละ 1.72 , 1.26 , 0.86 , 0.35 
และ 0.26 เมื่อโครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 ในกรณชีวงอัตราสวน � เทากับ 0.3-
0.4 พบวามีคาเปนรอยละ 2.20 , 0.49 , 0.19, 0.28 และ 0.06 สำหรับโครงตาขายที่มีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 
16x4 เปน 48x12 และในกรณีที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.4-0.5 พบวา ความแตกตางของคาเฉลี่ยมี
คาเปนรอยละ 0.46, 0.22, 0.81, 0.03 และ 0.04 เมื่อโครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 
ตามลำดับ แสดงไดดังตารางที่ 4.8  
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ตารางที่ 4.8 คารอยละของความแตกตาง σxx ระหวาง CS-FEM กับคา EXACT (ระยะ L/2)  

ความแตกตาง CS-FEM / EXACT (รอยละ)   

   α  Mesh 16x4 Mesh 24x6 Mesh 32x8 Mesh 40x10 Mesh 48x12 

0.2-0.3 1.72 1.26 0.86 0.35 0.26 

0.3-0.4 2.20 0.49 0.19 0.28 0.06 
0.4-0.5 0.46 0.22 0.81 0.03 0.04 

 
 จากตารางที่ 4.3 ถึง 4.7 เมื่อทำการหาคาเฉลี่ยของคาความแตกตางของผลการวิเคราะหจาก

วิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CSFEM) เมื่อเทียบกับคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact solution) ของทุกจุดตอ
ในตำแหนงที่อยูถัดจากจุดกึ่งกลางกลางหนาตัดไปทางดานขอบบนและขอบลาง พบวา ที่ชวงอัตราสวน 
� เทากับ 0.2-0.3 มีคาเฉลี่ยของความแตกตางเปน รอยละ 10.61, 5.19, 3.10, 1.78 และ 1.38 เมื่อ
โครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 ในกรณีชวงอัตราสวน � เทากับ 0.3-0.4 พบวามี
คาเฉลี่ยของความแตกตางเปนรอยละ 9.67, 4.31, 2.28, 1.87 และ 1.15 สำหรับโครงตาขายที่มีขนาด
เพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 และในกรณชีวงอัตราสวน � เทากับ 0.4-0.5 พบวา มีคาเฉลี่ยของความ
แตกตางเปนรอยละ 6.71, 3.37, 2.18, 1.35 และ 1.11 เมื่อโครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 
48x12 ตามลำดับ ดังรูปที่ 4.13  

 
รูปที่ 4.13 คาเฉลี่ยของความแตกตาง ���  บนหนาตัดคานที่ระยะ L/2 
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4.2.2 ผลการวิเคราะหคาความเคนตั้งฉาก (Normal stress , ��� ) ของคานปญหาตัวอยาง 
โดยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) แบบการใชเอลิเมนตทรงเหลี่ยมสี่หนาเพื่อสรางโดเมนยอย
สม่ำเสมอ (Smoothing domains) จำนวน 4 สวน ที่อยูภายในเอลิเมนตหลักรูปทรงเหลี่ยมสี่หนากับ
คาที่ไดจากคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact solution) ที่ตำแหนงหนาตัดคานระยะ L/4 จากจุดรองรับ 
แสดงไวในตารางที่ 4.9 ถึง 4.13 และแสดงลักษณการกระจายคาความเคนตั้งฉาก (Normal stress , 
��� ) ดังรูปที่ 4.14 ถึง 4.18 
 
ตารางที่ 4.9 คา ��� สำหรับโครงตาขายขนาด 16x4 (ระยะ L/4) 

 
 
ตารางที่ 4.10 คา ��� สำหรับโครงตาขายขนาด 24x6 (ระยะ L/4) 

 
 
ตารางที่ 4.11 คา ��� สำหรับโครงตาขายขนาด 32x8 (ระยะ L/4) 

 

 

 

 

1 2 3 4 5

0.2-0.3 -1203.54 -726.63 -8.06 732.32 1197.75

0.3-0.4 -1243.88 -728.37 1.71 743.10 1239.29

0.4-0.5 -1300.76 -753.93 -12.64 723.95 1296.80

Exact -1500.00 -750.00 0.00 750.00 1500.00

  α 

Mesh 16x4

node

1 2 3 4 5 6 7

0.2-0.3 -1293.72 -981.33 -485.31 4.55 492.20 989.91 1295.34

0.3-0.4 -1329.79 -993.90 -503.32 -8.46 493.91 989.86 1333.03

0.4-0.5 -1368.86 -998.51 -495.82 5.58 493.76 993.74 1368.55

Exact -1500.00 -1000.00 -500.00 0.00 500.00 1000.00 1500.00

Mesh 24x6

node
α

1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.2-0.3 -1351.82 -1114.52 -741.33 -373.94 -8.14 371.59 741.64 1120.67 1361.66

0.3-0.4 -1378.40 -1116.52 -743.77 -372.42 4.70 375.92 733.34 1121.05 1381.33

0.4-0.5 -1401.23 -1125.24 -751.75 -377.92 7.92 379.14 755.22 1122.59 1400.86

Exact -1500.00 -1125.00 -750.00 -375.00 0.00 375.00 750.00 1125.00 1500.00

α

Mesh 32x8

node
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ตารางที่ 4.12 คา ��� สำหรับโครงตาขายขนาด 40x10 (ระยะ L/4) 

 
 
ตารางที่ 4.13 คา ��� สำหรับโครงตาขายขนาด 48x12 (ระยะ L/4) 

 
 

 

 

รูปที่ 4.14 Normal stress เทียบกับ Exact Solution โครงตาขายขนาด 16x4 (ระยะ L/4) 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0.2-0.3 -1381.82 -1198.17 -900.16 -596.40 -299.34 -2.49 299.84 600.77 899.06 1194.60 1388.95

0.3-0.4 -1406.73 -1202.75 -893.99 -599.63 -302.00 -1.98 303.43 603.39 895.07 1202.63 1413.70

0.4-0.5 -1420.48 -1198.94 -899.84 -597.32 -302.05 2.30 302.74 601.60 903.46 1201.50 1422.84

Exact -1500.00 -1200.00 -900.00 -600.00 -300.00 0.00 300.00 600.00 900.00 1200.00 1500.00

α

Mesh 40x10

node

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

0.2-0.3 -1404.40 -1245.73 -993.93 -745.66 -499.58 -249.28 5.90 251.03 502.67 746.48 993.50 1246.98 1400.69

0.3-0.4 -1419.62 -1245.90 -994.33 -746.68 -498.40 -251.52 -0.91 248.90 497.66 747.05 1004.11 1252.82 1422.25

0.4-0.5 -1432.99 -1249.88 -998.00 -749.89 -497.49 -246.27 2.54 248.63 499.77 749.02 996.31 1248.56 1432.83

Exact -1500.00 -1250.00 -1000.00 -750.00 -500.00 -250.00 0.00 250.00 500.00 750.00 1000.00 1250.00 1500.00

Mesh 48x12

node
α
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รูปที่ 4.15 Normal stress เทียบกับ Exact Solution โครงตาขายขนาด 24x6 (ระยะ L/4) 

 

 

รูปที่ 4.16 Normal stress เทียบกับ Exact Solution โครงตาขายขนาด 32x8 (ระยะ L/4) 
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รูปที่ 4.17 Normal stress เทียบกับ Exact Solution โครงตาขายขนาด 40x10 (ระยะ L/4) 

 

รูปที่ 4.18 Normal stress เทียบกับ Exact Solution โครงตาขายขนาด 48x12 (ระยะ L/4)  
 
จากตารางที่ 4.9 ถึง 4.13 คาความเคนตั้งฉากที่ตำแหนงหนาตัดคานระยะ L/4 จากจุดรองรับ 

สำหรับการเปรียบเทียบกับคาของความเคนตั้งฉากที่ไดจากการวิเคราะหดวยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต 
(CS-FEM) และคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact solution) ก็กระทำในลักษณะเดียวกันกับการเปรียบเทียบ
ที่ตำแหนงหนาตัด L/2 ความแตกตางของคาเฉลี่ยท่ีไดจากการวิเคราะหดวยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-
FEM) เมื่อเทียบกับคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact solution) ของจุดตอที่ 2 และจุดตอที่ Ny  (จากรูปที่ 
4.7)  พบวาในกรณีที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.2-0.3 มีคาเปนรอยละ 2.74, 1.44, 0.66, 0.30 และ 
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0.29  เมื่อโครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 ในกรณีชวงอัตราสวน � เทากับ 0.3-0.4 
พบวามีคาเปนรอยละ 1.90, 0.81, 0.55, 0.22 และ 0.05 สำหรับโครงตาขายที่มีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 
เปน 48x12 และในกรณีที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.4-0.5 พบวา ความแตกตางของคาเฉลี่ยมีคาเปน
รอยละ 1.47, 0.39, 0.10, 0.02 และ 0.06  เมื่อโครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 
ตามลำดับ แสดงไดดังตารางที่ 4.14 

ตารางที่ 4.14 คารอยละของความแตกตาง σxx ระหวาง CS-FEM กับคา EXACT (ระยะ L/4)  

ความแตกตาง CS-FEM / EXACT (รอยละ)  

   α  Mesh 16x4 Mesh 24x6 Mesh 32x8 Mesh 40x10 Mesh 48x12 

0.2-0.3 2.74 1.44 0.66 0.30 0.29 

0.3-0.4 1.90 0.81 0.55 0.22 0.05 
0.4-0.5 1.47 0.39 0.10 0.02 0.06 

 
จากตารางที่ 4.9 ถึง 4.13 เมื่อทำการหาคาเฉลี่ยของคาความแตกตางของผลการวิเคราะหจาก

วิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) เทียบกับคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact solution) ของทุกจุดตอใน
ตำแหนงที่อยูถัดจากจุดกึ่งกลางกลางหนาตัดไปทางดานขอบบนและขอบลาง พบวา ทีช่วงอัตราสวน � 
เทากับ 0.2-0.3 มีคาเฉลี่ยของความแตกตางเปน รอยละ 11.35, 5.79, 2.98, 1.70 และ 1.43 เมื่อโครง
ตาขายมีขนาดเพิ ่มขึ ้นจาก 16x4 เปน 48x12 ในกรณีที ่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.3-0.4 พบวามี
คาเฉลี่ยของความแตกตางเปนรอยละ 9.56, 4.33, 2.64, 1.61 และ 1.23 สำหรับโครงตาขายที่มีขนาด
เพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 และในกรณีที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.4-0.5 พบวา มีคาเฉลี่ยของ
ความแตกตางเปนรอยละ 7.71, 3.39, 2.03, 1.34 และ 1.03 เมื่อโครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 
เปน 48x12 ตามลำดับ ดังรูปที่ 4.19   
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รูปที่ 4.19 คาเฉลี่ยของความแตกตาง ��� บนหนาตัดคานที่ระยะ L/4 
 
4.3 ความเคนเฉือนในระนาบ (Shear Stress) 

คาความเคนเฉือนที่ตำแหนงหนาตัดคานระยะ L/2 และ L/4 นั้นมีขนาดและลักษณะการกระจาย
ตัวเทากันตลอดทั้งชวงความยาวคานตัวอยาง ในการแสดงผลการวิเคราะหและเปรียบเทียบนั้นจะแสดง
เฉพาะผลที่ไดจากหนาตัดที่ระยะ L/2 ในลักษณะเดียวกันกับความเคนตั้งฉากในหัวขอที่ผานมา คาความ
เคนเฉือนในระนาบs

xy
(x, y) สามารถแสดงผลไดดังตารางที่ 4.15 ถึง 4.19 โดยเปรียบเทียบผลการ

วิเคราะหจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) ที่ไดจากการใชชวงอัตราสวน � ทั้ง 3 คากับคาที่ได
จากทฤษฎี (Exact solution) คาความเคนเฉือนมากสุดทางทฤษฎีเกิดขึ้น ณ ตำแหนงกึ่งกลางของหนา
ตัด (Y=0) ซึ่งมีคาเทากับ -125 นิวตันตอตารางเมตร สามารถนำไปวาดกราฟความเคนเฉือน ณ ตำแหนง
จุดตอตาง ๆ แยกตามจำนวนของโครงตาขายที่สรางขึ้นมาบนกราฟเดียวกันกับคาที่คำนวณไดทางทฤษฎี
แสดงไดดัง รูปที่ 4.20 ถึง 4.24 

 
ตารางที่ 4.15 คา ��� และคาทางทฤษฎีสำหรับโครงตาขายขนาด 16x4 
 

 
 

1 2 3 4 5

0.2-0.3 -42.20 -84.30 -110.62 -82.39 -47.67

0.3-0.4 -46.43 -84.76 -112.00 -81.22 -47.52

0.4-0.5 -45.11 -80.00 -114.17 -82.10 -46.08

Exact 0.00 -93.75 -125.00 -93.75 0.00

  α 

Mesh 16x4

node
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ตารางที่ 4.16 คา ��� และคาทางทฤษฎสีำหรับโครงตาขายขนาด 24x6 
 

 
 
ตารางที่ 4.17 คา ��� และคาทางทฤษฎสีำหรับโครงตาขายขนาด 32x8 
 

 
 
ตารางที่ 4.18 คา ��� และคาทางทฤษฎสีำหรับโครงตาขายขนาด 40x10 
 

 
 
ตารางที่ 4.19 คา ��� และคาทางทฤษฎสีำหรับโครงตาขายขนาด 48x12 
 

 
 

1 2 3 4 5 6 7

0.2-0.3 -34.87 -63.99 -105.63 -118.43 -104.25 -67.04 -33.72

0.3-0.4 -36.29 -63.01 -104.57 -120.46 -103.75 -65.04 -33.53

0.4-0.5 -32.86 -66.43 -105.49 -117.97 -105.37 -63.93 -33.15

Exact 0.00 -69.44 -111.11 -125.00 -111.11 -69.44 0.00

Mesh 24x6

node
α

1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.2-0.3 -24.38 -53.55 -91.81 -112.93 -121.63 -114.55 -90.62 -51.49 -27.82

0.3-0.4 -25.18 -52.62 -90.15 -114.43 -121.09 -114.03 -89.85 -52.16 -26.90

0.4-0.5 -26.33 -53.31 -91.13 -115.00 -121.12 -112.80 -90.78 -52.98 -26.82
Exact 0.00 -54.69 -93.75 -117.19 -125.00 -117.19 -93.75 -54.69 0.00

α

Mesh 32x8

node

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0.2-0.3 -21.14 -44.61 -78.13 -102.94 -116.89 -123.52 -117.64 -103.41 -76.84 -42.22 -21.86

0.3-0.4 -22.09 -43.55 -77.16 -103.72 -117.69 -123.09 -117.62 -103.15 -77.88 -43.36 -22.46

0.4-0.5 -20.65 -42.71 -78.84 -102.34 -118.54 -122.37 -119.06 -102.51 -77.84 -43.17 -20.97
Exact 0.00 -45.00 -80.00 -105.00 -120.00 -125.00 -120.00 -105.00 -80.00 -45.00 0.00

α

Mesh 40x10

node

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

0.2-0.3 -18.15 -38.03 -67.93 -92.95 -110.01 -120.72 -122.75 -119.76 -110.11 -92.48 -67.62 -36.58 -18.90

0.3-0.4 -18.39 -36.24 -67.94 -92.45 -109.37 -120.88 -123.04 -120.72 -108.16 -92.46 -68.97 -36.75 -19.00

0.4-0.5 -18.09 -37.40 -67.51 -92.34 -109.14 -120.14 -123.10 -120.72 -109.87 -91.19 -67.98 -35.36 -19.16

Exact 0.00 -38.19 -69.44 -93.75 -111.11 -121.53 -125.00 -121.53 -111.11 -93.75 -69.44 -38.19 0.00

Mesh 48x12

node
α
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รูปที่ 4.20 ความเคนเฉือนเทียบกับคาทางทฤษฎ ีโครงตาขายขนาด 16x4 
 

 
รูปที่ 4.21 ความเคนเฉือนเทียบกับคาทางทฤษฎ ีโครงตาขายขนาด 24x6 
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รูปที่ 4.22 ความเคนเฉือนเทียบกับคาทางทฤษฎ ีโครงตาขายขนาด 32x8 
 

 
รูปที่ 4.23 ความเคนเฉือนเทียบกับคาทางทฤษฎ ีโครงตาขายขนาด 40x10 
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รูปที่ 4.24 ความเคนเฉือนเทียบกับคาทางทฤษฎ ีโครงตาขายขนาด 48x12 
 

จากตารางที่ 4.15 ถึง 4.19 พบวา ความแตกตางของคาเฉลี่ยที่ไดจากการวิเคราะหดวยวิธีสมูทไฟ
ไนทเอลิเมนตเปรียบเทียบกับคาที่ไดจากทฤษฎีของจุดตอตาง ๆ ซึ่งอาศัยหลักการเดียวกันกับความเคน
ตั้งฉากในหัวขอที่ผานมา ในกรณีที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.2-0.3 พบวามีคาเปนรอยละ 11.50, 5.26 , 
2.70 , 1.18 และ 1.80 สำหรับโครงตาขายที ่มีขนาดเพิ ่มขึ ้นจาก 16x4 เปน 48x12 ในกรณีที่ช วง
อัตราสวน � เทากับ 0.3-0.4 พบวามีคาเปนรอยละ 10.40 , 3.63 , 3.10 , 2.11 และ 1.52 สำหรับ
โครงตาขายที่มีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 และในกรณีที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.4-0.5 
พบวามีคาเปนรอยละ 8.66 , 5.63 , 3.10 , 2.11 และ 1.52 สำหรับโครงตาขายที่มีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 
16x4 ถึง 48x12 ตามลำดับ แสดงไดดังตารางที่ 4.20  
 
ตารางที่ 4.20 คารอยละของความแตกตาง σxy ระหวาง CS-FEM กับคา EXACT  ที่กึ่งกลาง 
 

ความแตกตาง CS-FEM / EXACT (รอยละ) 

   α  Mesh 16x4 Mesh 24x6 Mesh 32x8 Mesh 40x10 Mesh 48x12 

0.2-0.3 11.50 5.26 2.70 1.18 1.80 

0.3-0.4 10.40 3.63 3.13 1.53 1.57 
0.4-0.5 8.66 5.63 3.10 2.11 1.52 
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จากตารางที่ 4.15 ถึง 4.19 ในลักษณะเดียวกับคาเคนตั้งฉาก เมื่อทำการหาคาเฉลี่ยของคา
ความแตกตางของผลการวิเคราะหจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) เมื่อเทียบกับคาผลเฉลยจาก
ทฤษฎ ี(Exact solution) ของทุกจุดตอในตำแหนงที่อยูถัดจากขอบบนและขอบลางเขามาหนึ่งตำแหนง 
(รูปที่ 4.7 ตำแหนงที่ 2 ถึง Ny) พบวาที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.2-0.3 มีคาเฉลี่ยของความแตกตาง
เปน รอยละ 11.23, 5.54, 3.13, 2.50 และ 1.59 เมื่อโครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 
ในกรณีที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.3-0.4 พบวามีคาเฉลี่ยของความแตกตางเปนรอยละ 11.12, 6.35, 
3.51, 2.39 และ 1.95 สำหรับโครงตาขายที่มีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 และในกรณีที่ชวง
อัตรา � เทากับ 0.4-0.5 พบวา มีคาเฉลี่ยของความแตกตางเปนรอยละ 11.92, 5.63, 2.90, 2.48 และ 
2.26 เมื่อโครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 ตามลำดับ ดังรูปที่ 4-25  แสดงถึงรอยละ
ความแตกตางระหวางคาดังกลาวที่แปรผันไปตามขนาดของโครงตาขาย ซึ่งพบวาการเพิ่มขนาดของ
โครงตาขายใหมีความละเอียดมากขึ้นจะสงผลใหผลลัพธจากการวิเคราะหดวยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต 
(CS-FEM) เขาใกลคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact solution) มากกวาการเพ่ิมคาของอัตราสวน � 

 

 

รูปที่ 4.25 คาเฉลี่ยของความแตกตาง ��� บนหนาตัดคานที่ระยะ L/2 



 
 

บทที่ 5 
สรุปผลการศึกษาและขอเสนอแนะ  

 
ในเนื้อหาบทนี้จะกลาวถึงการสรุปผลที่ไดจากการศึกษาครั้งนี้ รวมทั้งขอเสนอแนะตาง ๆ ที่

เปนประโยชนและแนวทางตอการวิจัยอยางตอเนื่องในการศึกษาวิเคราะหปญหาความเคนของคานยื่นใน
ระนาบ 2 มิติดวยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตจากการสรางโดเมนสม่ำเสมอ 4 โดเมนยอยภายในเอลิเมนต
ทรงเหลี่ยมสี่หนา สามารถสรุปผลตามวัตถุประสงคไดดังนี ้
 
5.1 สรุปผลการวิจัย 

ผลจากการวิเคราะหปญหาความเคนของคานยื่นในระนาบ 2 มิติดวยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต
จากการสรางโดเมนสม่ำเสมอ 4 โดเมนยอยภายในเอลิเมนตทรงเหลี่ยมสี่หนา โดยใชปญหาคานยื่นปลาย
เปนตัวอยางแบบจำลองคณิตศาสตรทำการวิเคราะหหาคาของการเปลี่ยนตำแหนง (displacement) 
ความเคนตั้งฉาก (Normal stresses) และความเคนเฉือน (Shear stress) เปรียบเทียบกับคาผลเฉลย
จากทฤษฎ ี(Exact solution) สรุปผลไดดังตอไปนี ้ 

5.1.1 คาของการเปลี่ยนตำแหนง (displacement) ผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact Solution) มี
คาเทากับ 8.900x10-3 m ผลการคำนวณจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (CS-FEM) ลูเขาใกลคาผลเฉลย
จากทฤษฎี (Exact solution) เมื่อชวงอัตราสวนของ � เพิ่มขึ้นจาก 0.2-0.3 เปน 0.4-0.5 ขณะที่
จำนวนการแบงเอลิเมนตที่มากขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 ก็ทำใหผลการคำนวณจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิ
เมนต (CS-FEM) เขาใกลคาผลเฉลยจากทฤษฎ ี(Exact solution) มากขึ้นเชนเดียวกัน 

5.1.2 ความเคนตั้งฉาก (Normal stresses)  
- ตำแหนงหนาตัดทีร่ะยะ L/2 ทีช่วงอัตราสวน � เทากับ 0.2-0.3 มีคาเฉลี่ยของความแตกตาง

เปน รอยละ 10.61, 5.19, 3.10, 1.78 และ 1.38 เมื่อโครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 
ในกรณีที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.3-0.4 พบวามีคาเฉลี่ยของความแตกตางเปนรอยละ 9.67, 4.31, 
2.28, 1.87 และ 1.15 สำหรับโครงตาขายที่มีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 และในกรณีที่ชวง
อัตราสวน � เทากับ 0.4-0.5 พบวา มีคาเฉลี่ยของความแตกตางเปนรอยละ 6.71, 3.37, 2.18, 1.35 
และ 1.11 เมื่อโครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 ตามลำดับ ดังรูปที่ 4.13 

- ตำแหนงหนาตัดที่ระยะ L/4 ทีช่วงอัตราสวน � เทากับ 0.2-0.3 มีคาเฉลี่ยของความแตกตาง
เปน รอยละ 11.35, 5.79, 2.98, 1.70 และ 1.43 เมื่อโครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 
ในกรณีที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.3-0.4 พบวามีคาเฉลี่ยของความแตกตางเปนรอยละ 9.56, 4.33, 
2.64, 1.61 และ 1.23 สำหรับโครงตาขายที่มีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 และในกรณีที่ชวง
อัตราสวนของ � เทากับ 0.4-0.5 พบวา มีคาเฉลี่ยของความแตกตางเปนรอยละ 7.71, 3.39, 2.03, 1.34 
และ 1.03 เม่ือโครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 ตามลำดับ ดังแสดงไวในรูปที่ 4.19 

คาความเคนตั้งฉาก (Normal stress) พบวา มีแนวโนมลูเขาสูคาทางทฤษฎีเมื่อมีการเพิ่มคา
ของจำนวนการแบงเอลิเมนตหรือคาของอัตราสวน  � คาใดคาหนึ่งหรือรวมกันทั้งสองแบบ แตในกรณี
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การแบงโครงขายเอลิเมนตที่มีขนาดหยาบ คือ โครงตาขายขนาด 16x4 และ 24x6 นั้น คาของอัตราสวน 
� จะสงผลตอรอยละของคาเฉลี่ยความแตกตางอยางชัดเจน และความแตกตางของรอยละคาเฉลี่ยนั้น 
จะลดลงเมื่อเพิ่มขนาดของโครงตาขายใหมีความละเอียดขึ้น หรืออาจกลาวไดวาในชวงที่มีการแบง
โครงขายเอลิเมนตแบบหยาบนั้น การเลือกใชคาอัตราสวน � ที่สูงถึง 0.4-0.5 จะทำใหไดผลลัพธที่
ดีกวา แตเมื่อมีการแบงเอลิเมนตมากขึ้นการกำหนดคาอัตราสวน � จะไมทำใหผลลัพธที ่ไดมีความ
แตกตางอยางมีนัยสำคัญ 

5.1.3 ความเคนเฉือนในระนาบ (Shear Stress) ตลอดความลึกของหนาตัดคานที่ระยะ L/2 
จากจุดรองรับ กรณีทีช่วงอัตราสวน � เทากับ 0.2-0.3 มีคาเฉลี่ยของความแตกตางเปน รอยละ 11.23, 
5.54, 3.13, 2.50 และ 1.59 เมื่อโครงตาขายมีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 กรณีที่ชวงอัตราสวน 
� เทากับ 0.3-0.4 พบวามีคาเฉลี่ยของความแตกตางเปนรอยละ 11.12, 6.35, 3.51, 2.39 และ 1.95 
สำหรับโครงตาขายท่ีมีขนาดเพ่ิมขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12 และในกรณีที่ชวงอัตราสวน � เทากับ 0.4-0.5 
พบวา มีคาเฉลี่ยของความแตกตางเปนรอยละ 11.92, 5.63, 2.90, 2.48 และ 2.26 เมื่อโครงตาขายมี
ขนาดเพิ่มขึ้นจาก 16x4 เปน 48x12  โดยพบวาคาความเคนเฉือนมีคาลูเขาสูผลเฉลยแมนตรงเมื่อทั้งคา
ของอัตราสวน � และจำนวนของโครงตาขายเอลิเมนตเพิ่มขึ้น มีขอสังเกตจากการวิเคราะหในครั้งนี้วา 
การเพิ่มขึ ้นของคาอัตราสวน � ที่ใช มีสวนทำใหคาผลลัพธเขาใกลคาผลเฉลยจากทฤษฎี (Exact 
solution) นอยกวาการเพิ่มขึ้นของจำนวนการเอลิเมนต หรืออาจกลาวไดวาการเพิ่มอัตราสวน � ไมมี
ความแตกตางอยางมีนัยสำคัญมากกวาการเพิ่มของจำนวนโครงตาขาย  

ในกรณีของปญหาความเคนในระนาบ 2 มิติทั่ว ๆ ไปนั้น ขอเท็จจริงดังกลาว อาจไมสงผลตอ
การคำนวณอยางชัดเจนสำหรับปญหาพื้นฐานทั่วไป แตสำหรับในกรณีที ่รูปทรงของปญหาในการ
วิเคราะหมีความไมตอเนื่องกันจนทำใหเกิดความเคนชุมนุม (Stress concentration) ขึ้นในบริเวณใด
บริเวณหนึ่งหรือในบริเวณที่ปลายรอยแตก (Cracks) ที ่เกิดความเคนเอกฐาน (Stress singularity) 
ปญหาที ่โดเมนมีแตกตางกัน (Multiple domains) ปญหาที ่มีโครงตาขายไมสอดคลองกัน (Non-
conforming/Non-matching problems) เปนตนนั้น อาจสามารถลดเวลาโดยรวมของการวิเคราะห
ลงได โดยทำการแบงเอลิเมนตหลักในบริเวณดังกลาวออกเปนโดเมนสม่ำเสมอยอย ที่มีอัตราสวน � 
ของดานแตละดานใหไมเทากัน (�� ≠ ��) ในขณะที่บริเวณอื่น ๆ ซึ่งไกลออกไปจากบริเวณดังกลาว
และไมสงผลกระทบกับคาที่กำลังพิจารณาอยูนั้น อาจพิจารณาใชจำนวนเอลิเมนตที่นอยกวาควบคูไปกับ
การใชโดเมนสม่ำเสมอยอยแบบดานคงที่ คือกำหนดใหอัตราสวน �� มีคาเทากับ�� นั้นอาจสงผลให
การคำนวณที่ไดมีความถูกตองและแมนยำอยูในเกณฑที่ยอมรับไดในขณะที่ใชเวลาในการคำนวณนอยลง
อยางมาก เนื่องจากไมตองทำการ mapping ระหวาง physical element และ parents element 
หรือกลาวอีกนัยหนึ่งคือไมตองคำนวณหาคาดีเทอมิเนนของเมทริกซจาโคเบียนนั่นเอง  
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5.2 ขอเสนอแนะ 
 สำหรับงานวิจัยในขั้นตอไปนั้น ความสัมพันธระหวางรูปแบบของการสรางโดเมนสม่ำเสมอยอย
แบบ Semi-Unit Cell กับรูปทรงทางเรขาคณิตของปญหาที่ใชเอลิเมนตแบบ RVE (Representative 
Volume Element) ร วมก ับเง ื ่อนไขขอบแบบซ้ำก ัน (Periodic Boundary Conditions) ในการ
วิเคราะห รวมทั้งการวิเคราะหปญหาดานพลศาสตร (Dynamics Analysis) และปญหาของความไมเชิง
เสน (Nonlinearity Analysis) เปนสิ่งที่ควรศึกษาเพื่อหาแนวทางในการปรับปรุงวิธีการคำนวณเชิง
ตัวเลขใหมีประสิทธิภาพที่ดียิ่งขึ้นไป  
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1. แสดงสถานการณทำงานในแตละขั้นตอน 

1.1 การทำงานในรอบการคำนวณที่ 1 เพื่อหาคำตอบ โดยสำหรับ Mesh 16x4 ที่ alpha 0.2-
0.3 , 0.3-0.4 และ 0.4-0.5 ตามลำดับ 

Starting Program..... 

  Starting mesh#1 ==> Mesh: 16x4 
   Starting alpha#1 ==> alpha = 0.2-0.3 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
   End of alpha#1 
   Starting alpha#2 ==> alpha = 0.3-0.4 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
   End of alpha#2 
   Starting alpha#3 ==> alpha = 0.4-0.5 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
   End of alpha#3 
  End of Mesh#1 

1.2 การทำงานในรอบการคำนวณที่ 2 เพื่อหาคำตอบ โดยสำหรับ Mesh 24x6 ที่ alpha 0.2-
0.3 , 0.3-0.4 และ 0.4-0.5 ตามลำดับ 

  Starting mesh#2 ==> Mesh: 24x6 
   Starting alpha#1 ==> alpha = 0.2-0.3 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
   End of alpha#1 
   Starting alpha#2 ==> alpha = 0.3-0.4 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
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   End of alpha#2 
   Starting alpha#3 ==> alpha = 0.4-0.5 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
   End of alpha#3 
  End of Mesh#2 

1.3 การทำงานในรอบการคำนวณที่ 3 เพื่อหาคำตอบ โดยสำหรับ Mesh 32x8 ที่ alpha 0.2-
0.3 , 0.3-0.4 และ 0.4-0.5 ตามลำดับ 

  Starting mesh#3 ==> Mesh: 32x8 
   Starting alpha#1 ==> alpha = 0.2-0.3 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
   End of alpha#1 
   Starting alpha#2 ==> alpha = 0.3-0.4 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
   End of alpha#2 
   Starting alpha#3 ==> alpha = 0.4-0.5 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
   End of alpha#3 
  End of Mesh#3 

1.4 การทำงานในรอบการคำนวณที่ 4 เพื่อหาคำตอบ โดยสำหรับ Mesh 40x10 ที่ alpha 0.2-
0.3 , 0.3-0.4 และ 0.4-0.5 ตามลำดับ 

  Starting mesh#4 ==> Mesh: 40x10 
   Starting alpha#1 ==> alpha = 0.2-0.3 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
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   End of alpha#1 
   Starting alpha#2 ==> alpha = 0.3-0.4 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
   End of alpha#2 
   Starting alpha#3 ==> alpha = 0.4-0.5 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
   End of alpha#3 
  End of Mesh#4 

1.5 การทำงานในรอบการคำนวณที่ 5 เพื่อหาคำตอบ โดยสำหรับ Mesh 48x12 ที่ alpha 0.2-
0.3 , 0.3-0.4 และ 0.4-0.5 ตามลำดับ 

  Starting mesh#5 ==> Mesh: 48x12 
   Starting alpha#1 ==> alpha = 0.2-0.3 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
   End of alpha#1 
   Starting alpha#2 ==> alpha = 0.3-0.4 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
   End of alpha#2 
   Starting alpha#3 ==> alpha = 0.4-0.5 
    Element Level calculations..... 
    Apply BCs and Loads Conditions..... 
    Solving Nodal Displacement..... 
    Stresses Calculation Processing..... 
   End of alpha#3 
  End of Mesh#5 
End of Program..... 
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2. ตัวอยางการเขียน code วิเคราะหปญหาโดยใชโปรแกรม MATLAB 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
% Main file of 2D problems using triangular or quadrilateral elements   %    
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
clear 
format long 
global ndof sdof edof nel nnel nnode emodule poisson fload 
global gcoord ele_nods matmtx method lengthx lengthy nx ny a m path 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
%             1. PREPROCESSOR PHASE                                                % 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
clc 
delete './RESULTS/*.fig' 
example = 'cantilever'; 
% option2=3; 
method = 'CSFEM_Q4';      % Cell-based smoothed FEM using Q4 elements 
nnel = 4;                 % Number of nodes per element  
nSD = 4; 
%air=input('Irregular factor of mesh (0.0,...,0.5) = ' ); 
air=0.0;                % irregular factor of mesh 
% type=1;              % type=1 - plane stress analysis 
lengthx=48;           % length of x-axis side of problem 
lengthy=12;           % length of y-axis side of problem 
fload=1000;           % the total load 
emodule=3e7;          % Elastic modulus 
poisson=0.3;           % Poisson's ratio 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
%  1.4 Compute necessary data from input data                                                                          % 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
ndof=2;                % number of degrees of freedom (dofs) per node 
edof=nnel*ndof;         % Dofs per element 
matmtx=get_matmtx(1);    % matrix of material constants 
ddisp=zeros(sdof,1);     % system displacement vector 
Nodal_Disp = cell(5,3); 
Centerline_Disp = cell(5,3); 
Tip_Disp = cell(5,3); 
Sigma_xx = cell(5,3); 
Sigma_xy = cell(5,3); 
  
path = './RESULTS'; 
% resultFolder = './RESULTS'; 
% addpath(sourceFolder); 
disp('Starting Program.....') 
%===============================================================================================================% 
for m = 1 : 5      %5 meshs 
    nx = 8*(m+1); 
    ny = 2*(m+1); 
    nel = nx*ny;          % Total number of element 
    nnode=(nx+1)*(ny+1);    % total number of nodes 
    sdof=nnode*ndof;    % total dofs 
    disp(['  Starting mesh#', num2str(m), ' ==> Mesh: ', num2str(nx), 'x', 

num2str(ny)]) 
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    for a = 1 : 3     % 3 ranges of alpha 
        if a == 1 
            alpha = [0.2 0.3]; 
            disp(['   Starting alpha#', num2str(a), ' ==> alpha = ',... 
                num2str(alpha(1)), '-', num2str(alpha(2))]) 
        elseif a == 2 
            alpha = [0.3 0.4]; 
            disp(['   Starting alpha#', num2str(a), ' ==> alpha = ',... 
                num2str(alpha(1)), '-', num2str(alpha(2))]) 
        else 
            alpha = [0.4 0.5]; 
            disp(['   Starting alpha#', num2str(a), ' ==> alpha = ',... 
                num2str(alpha(1)), '-', num2str(alpha(2))]) 
        end  
         
        % initial data of geometry, boundary condition and force vector 
        [gcoord,ele_nods,bcdof,bcval,ff] = get_initdata_V03; 
         
        %Plotting main meshes and holding for adding SD's meshes on 
        hold on; 
        figure(1); 
        PLOT_MESH(gcoord,ele_nods,'Q4','ko-');  
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
%             2. SOLUTION PHASE                                                         % 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 

%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
%      2.1 Compute the stiffness matrix                                                           % 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
        switch method 
            case 'FEM_T3' 
                [K]=cal_K_FEM_T3; 
            case 'FEM_Q4' 
                [K]=cal_K_FEM_Q4(nglx,ngly); 
            case 'CSFEM_Q4' 
                [K,SD_coord,SD_shape] = cal_K_CSFEM_Q4(nSD,alpha); 
        end 
        text(15,10,['Mesh ',num2str(m),' alpha ',num2str(a)],'Color',... 
            'blue','FontSize',20,'FontWeight','bold') 
        saveas(gcf,fullfile(path,['Mesh_',num2str(m),'_alpha_',num2str(a)]),'fig') 
        delete(gcf)  
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
%       2.2 Apply the boundary condition                                           % 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
        disp('    Element Level calculations.....') 
        K1=K;   % Save K1=K (before applying bcdof) to compute strain energy E 
        [K,ff] = apply_bcdof(K,ff,bcdof,bcval); 
        disp('    Apply BCs and Loads Conditions.....') 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
% 2.3 nodal displacement vector                                                      % 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
        disp('    Solving Nodal Displacement.....') 
        ddisp=K\ff; 
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%===============================================================================================================% 
        %Visualization purpose 
        ux = 1:2:2*nnode-1;   uy = 2:2:2*nnode; 
         XX = ddisp(ux);       YY = ddisp(uy); 
        Nodal_Disp{m,a} = [XX, YY]; 
        dispNorm = max(sqrt(XX.^2+YY.^2)); 
        dispNorm2 = norm(sqrt(XX.^2+YY.^2)); 
        scaleFact=1000;      
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
%              3. POSTPROCESSOR PHASE                                                                                     % 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
% 3.1 compute strain energy of system                                                % 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
        energy = 0.5*ddisp'*K1*ddisp; 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
% 3.2 error norms: displacement, energy, and recovery energy                               % 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
        norm_E=0; 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
% 3.3 Output error norms and plot the results of displacement and stress    % 
%--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------% 
        disp('    Stresses Calculation Processing.....') 
        switch method 
            case 'FEM_T3' 
                [stress_nod,stress_ele]=cal_stress_FEM_T3(ddisp); 
                nGauss=7;         % Gauss-Legendre quadrature 
                

[norm_disp,norm_E,norm_Ereco]=cal_norms_FEM_T3(nGauss,ddisp,stress_nod,stress_ele

); 
            case 'FEM_Q4' 
                [stress_nod]=cal_stress_nod_FEM_Q4(nglx,ngly,ddisp); 
                nglx=3; ngly=3;     %3x3 Gauss-Legendre quadrature 
                [norm_disp,norm_E,norm_Ereco]=cal_norms_FEM_Q4(nglx,ngly,ddisp,stress_nod); 
            case 'CSFEM_Q4' 
                [stress_nod] = cal_stress_nod_CSFEM_Q4(nSD,ddisp,SD_coord,SD_shape); 
                nglx=3; ngly=3;     %3x3 Gauss-Legendre quadrature 
                [norm_disp,norm_Ereco]=cal_norms_CSFEM_Q4(nglx,ngly,ddisp,stress_nod); 
        end 
        

%==============================================================================================================% 
        %Plotting Part 
        PLOT_DEFORMED(gcoord,ele_nods,scaleFact,XX,YY); 

         
%         [Tip_dd(a,m), Tip_Exact(a,m), dd_sim, dd_exact] = PLOT_TIP(ddisp); 
        [Centerline_Disp{m,a},Tip_Disp{m,a}] = PLOT_TIP(ddisp); 
         
        [Sigma_xx{m,a},Sigma_xy{m,a}] = PLOT_STRESSES(stress_nod);  

         
  %==============================================================================================================% 
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        disp(['   End of alpha#', num2str(a)]) 
    end     %End for alpha's loop 
    delete(gcf) 
    delete(gcf) 
    delete(gcf) 
    delete(gcf) 
    disp(['  End of Mesh#', num2str(m)]) 
    
end         %End for meshing's loop 
disp('End of Program.....') 
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บทคัดย่อ 

การวิเคราะห์สมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ซึ�งนาํเสนอในงานครั�งนี � ใช้หลักการแบ่งเอลิเมนต์ออกเป็นโดเมนสมํ�าเสมอย่อยหลาย ๆ  โดเมน

ภายในเอลิเมนต์ โดเมนสมํ�าเสมอที�ใช้นี �เป็นเอลิเมนต์ทรงเหลี�ยมสี�หน้าด้านไม่เท่าที�ได้มาจากการกาํหนดตาํแหน่งแบบสุ่มด้วยค่า

a (a
x
= a

y
)  ในรูปอัตราส่วนของความยาวด้าน ซึ�งกาํหนดให้มีค่าเท่ากันจาํนวน 3 ช่วง คือ 0.2-0.3, 0.3-0.4 และ 0.4-0.5  สนาม

ความเครียดสมํ�าเสมอถูกสร้างขึ �นมาจากหลักการของ Gradient smoothing เพื�อกระจายความเครียดตลอดทั�งโดเมนสมํ�าเสมอย่อย 

หลักการความสมมาตรของโดเมนสมํ�าเสมอย่อยถูกนาํมาประยุกต์ใช้ในการสร้าง “Semi-unit cell” เพื�อทาํให้เกิดความต่อเนื�อง

ตลอดทั�วทั�งขอบเขตที�พิจารณา ปัญหาตัวอย่างความเค้นในระนาบ 2 มิติเป็นคานยื�นปลายรับแรงกระทาํซึ�งมีการกระจายตัวของแรง

เป็นรูปพาราโบลาในแนวดิ�งที�ปลายคาน เพื�อวิเคราะห์ค่าการเปลี�ยนตาํแหน่งที�ปลายคาน ความเค้นตั�งฉากและความเค้นเฉือนตลอด

ความลึกของหน้าตัดที�ระยะความยาวกึ�งกลางคาน โครงตาข่ายที�ใช้มีจาํนวนเท่ากับ 16x4, 24x6, 32x8, 40x10 และ 48x12  ตามลาํดับ 

ณ ระดับที� a  และจํานวนของโครงตาข่ายมีค่ามากที�สุดนั�น ความแตกต่างของการเปลี�ยนตาํแหน่งที�ปลายคานของการวิเคราะห์

เปรียบเทียบกับค่าที�ได้ทางทฤษฎีมีค่าเป็นร้อยละ 0.78 ความแตกต่างของความเค้นตั�งฉากมีค่าเป็นร้อยละ 0.04 และความแตกต่าง

ของความเค้นเฉือนในระนาบมีค่าเป็นร้อยละ 1.52 ตามลาํดับ 

คําสําคัญ: สมูทไฟไนท์เอลิเมนต;์ โดเมนสมํ�าเสมอย่อย; เอลิเมนตท์รงเหลี�ยมสี�หน้า; คานยื�นปลาย; ปัญหาความเคน้ในระนาบ 2 มิติ; 

ความเคน้ตั�งฉาก; ความเคน้เฉือน 

ABSTRACT 

The cell-based smoothed finite element analysis for this research used the arbitrary quadrilaterals which sides were randomly 

selected by a (a
x
= a

y
)  defined as ratio of its original side. The values of a were 0.2-0.3, 0.3-0.4 and 0.4-0.5, respectively. 

Smoothed strain field was created from gradient smoothing technique to distribute all strain field over entire smoothing domains. 

Symmetrical concept called “semi-unit cell” had been employed to establish pattern providing the continuity for the entire problem 

domain. Two-dimensional plane stress problem investigated was cantilever beam subjected to parabola traction at the end. In 
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order to determine the tip displacements, normal and shear stresses over cross-sectional area of benchmark problem at mid span, 

meshing was considered to be 16x4, 24x6, 32x8, 40x10 and 48x12, respectively. The percentage differences, at both maximum 

value of � and mesh size, between tip displacement, normal stress, and shear stress compared to the exact solutions were 0.78, 

0.04 and 1.52 respectively. 

KEYWORDS: Smoothed finite element; smoothing domain sub-cell; quadrilateral element; cantilever beam; 2D plane stress 

problem; normal stresses; shear stress 
 

1. บทนํา 

ปัญหาทางวิศวกรรมโดยทั�วไปส่วนใหญ่มกัจะสามารถแสดงความสัมพนัธ์ระหว่างตวัแปรที�ไม่ทราบค่า (Unknown variables) 

กับสิ�งที�ทราบค่าแล้ว (Constraints) ให้อยู่ในรูปของสมการทางคณิตศาสตร์ที�เรียกว่าสมการเชิงอนุพนัธ์ (Ordinary differential 

equations) หรือสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อย (Partial differential equations) ในลาํดบัต่าง ๆ กนั บ่อยครั� งที�พบว่า สมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ย

นั�น มีความสลบัซับซ้อนอนัเนื�องมาจากหลายส่วนเช่น ความซับซอ้นของรูปทรงเรขาคณิตของปัญหา ความซับซอ้นอนัเนื�องมาจาก

ความสัมพนัธ์ที�ไม่เป็นแบบเชิงเส้นระหว่างตวัแปรที�ไม่ทราบค่ากบัตวัแปรที�ทราบค่าแลว้ รวมถึงอนุพนัธ์ลาํดบัสูงของสมการ เป็น

ตน้ สิ�งต่าง ๆ เหล่านี�  ทาํให้วิธีการทางคณิตศาสตร์ที�มีอยู่ไม่สามารถแกปั้ญหาเพื�อหาผลเฉลยแม่นตรงของปัญหาได ้นกัวิจยัไดค้ิดคน้

วิธีการใหม่ๆ เพื�อตอบสนองความตอ้งการที�จะศึกษาถึงความสัมพนัธ์ทางคณิตศาสตร์ที�สลบัซับซ้อนนั�นโดยใช้การวิเคราะห์เชิง

ตัวเลข (Numerical methods) เข้ามาแก้ปัญหา คาํตอบที�ได้จากการแก้ปัญหาด้วยวิธีทางตัวเลขนี� ถึงแม้ว่าจะมีความแม่นยาํเพียง

พอที�จะใช้อธิบายพฤติกรรมทางกายภาพที�สอดคล้องกับสมการเชิงอนุพนัธ์ของปัญหานั�น แต่ก็ยงัไม่ใช่ผลเฉลยที�แทจ้ริง (Exact 

solution) เป็นเพียงแค่ผลเฉลยโดยประมาณ (Approximate solution) เท่านั�น การลู่เข้าของผลเฉลยโดยประมาณไปสู่ผลเฉลยที�

แทจ้ริงของปัญหาทางดา้นวิศวกรรมนั�น ขึ�นอยู่กบัแนวคิดและกรรมวิธีของวิธีการวิเคราะห์เชิงตวัเลขต่าง ๆ นั�นเอง  

วิธีการวิเคราะห์เชิงตัวเลขมากมายได้ถูกเสนอมาตั�งแต่อดีตถึงปัจจุบันเพื�อแก้ปัญหาทางวิศวกรรมที�นับวนัจะมีความ

สลบัซับซ้อนมากยิ�งขึ�น เริ�มตั�งแต่ วิธีไฟไนต์ดิฟเฟอเรน (Finite different method, FDM) วิธีไฟไนต์วอลลมุ (Finite volume method, 

FVM) วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (Finite element method, FEM) วิธีเอลิเมนต์ขอบ (Boundary element method, BEM) วิธีสเปคตรัลเอลิ

เมนต์ (Spectral element method, SEM) วิธีเมสอิสระ (Meshless methods) วิธีเอลิเมนต์เสมือน (Virtual element method, VEM) และ

วิธีสเกลบาวดารีไฟไนท์เอลิเมนต์ (Scaled boundary finite element method, SBFEM) เป็นตน้ ในบรรดาวิธีการเหล่านี�  วิธีไฟไนตเ์อ

ลิเมนต์ [1,2,3] ถือเป็นพื�นฐานที�สําคญัในการคิดคน้พฒันาวิธีการใหม่ๆขึ�นมา รวมทั�งวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยการสร้างความเครียด

แบบสมํ�าเสมอ ดว้ยเช่นกนั หลกัการสําคญัของวิธีการวิเคราะห์เชิงตวัเลขเหล่านี�คือการพยายามเปลี�ยนสมการเชิงอนุพนัธ์เหล่านั�น

ซึ� งอยู่ในรูปที�เรียกว่า “Strong form” ให้อยู่ในรูปของการอินทิเกรตที�เรียกว่า “Weak form” หรือ “Integral form” ซึ� งสามารถ

แก้ปัญหาได้ง่ายกว่า ถึงแม้ว่าวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์จะเป็นที�นิยมใช้กันอย่างแพร่หลายทั�วโลกอนัเนื�องมาจากความสามารถในการ

แกปั้ญหาไดอ้ย่างไม่จาํกดั แต่ก็ยงัคงมีขอ้ดอ้ยที�ตอ้งไดรั้บการปรับปรุงหลายอย่าง ไม่ว่าจะเป็นเรื�องของปัญหาสติฟเนสที�มากเกิน

จริง (Over stiff) ความแม่นยาํเที�ยงตรงของค่าความเคน้ (Stress accuracy) รวมไปถึงการบิดเบี�ยวของโครงตาข่าย (Mesh distortion) 

ภายใตก้ารเสียรูปมาก (Large deformation) เป็นตน้ 

การวิเคราะห์ไฟไนท์เอลิเมนต์ด้วยการสร้างความเครียดแบบสมํ�าเสมอ (Smoothed finite element methods, SFEM) ได้ถูก

เสนอขึ�นเป็นครั� งแรกโดย G.R. Liu และคณะ [4] เพื�อแก้ปัญหาทั�งในส่วนของสถิตยศาสตร์และพลศาสตร์ ซึ� งเป็นการพฒันาต่อ

ยอดจากวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์แบบเดิม (Finite element method, FEM) หัวใจสําคญัของการวิเคราะห์ไฟไนท์เอลิเมนต์ดว้ยการสร้าง
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ความเครียดแบบสมํ�าเสมอที�แตกต่างจากไฟไนท์เอลิเมนต์คือการสร้างสนามความเครียดสมํ�าเสมอ (Smoothed strain field) โดยตรง

จากการเปลี�ยนตาํแหน่งที�สมมุติไวแ้ลว้ดว้ยการใช้ Smoothed Galerkin weak form โดยยงัคงมีคุณสมบตัิของความเสถียรและการลู่

เขา้หาผลเฉลยแม่นตรงไมน่อ้ยไปกว่าวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์แบบปกติ ส่วนขั�นตอนอื�น ๆ ของการวิเคราะห์เช่นการหาสติฟเนสของแต่

ละเอลิเมนต ์การรวมกนัเพื�อสร้างสติฟเนสหลกัของทั�งโดเมน การแกร้ะบบสมการเพื�อหาค่าการเปลี�ยนตาํแหน่งนั�น ยงัคงใชข้ั�นตอน

เดียวกนักบัที�ใชใ้นขั�นตอนของวิธีไฟไนท์เอลิเมนตน์ั�นเอง 

การสร้างโดเมนสมํ�าเสมอสําหรับปัญหาในสองมิตินั�น สามารถแบ่งออกไดเ้ป็น 3 แบบด้วยกัน คือ แบ่งโดยใช้เอลิเมนต์ 

(CSFEM) แบ่งโดยใชข้อบ (ESFEM) และแบ่งโดยใชโ้หนด (NSFEM) ดงัแสดงในรูปที� 1  

 

 
    CS-FEM          ES-FEM            NS-FEM 

รูปที� 1       การสร้างโดเมนสมํ�าเสมอแบบต่าง ๆ 

 

วิธี SFEM สามารถแกปั้ญหาโดยให้ค่าความถูกตอ้งของความเคน้รวมทั�งค่าอื�น ๆ ที�สนใจสูงกว่าวิธีการไฟไนท์เอลิเมนต์ [4] 

เนื�องจากวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ใช้รูปแบบของ Galerkin weak form ตัวแปรความเครียดสมํ�าเสมอจึงมีคุณสมบตัิออโธโกนอล 

(Orthogonal) กบัตวัแปรความเครียดในไฟไนท์เอลิเมนต ์คุณสมบตัินี�  ทาํให้วิธีคาํตอบที�ไดจ้ากวิธี SFEM มีค่าเป็นขอบเขตล่างของ

ปัญหาเมื�อเทียบกบัคาํตอบที�ไดจ้ากวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ซึ� งถือว่าเป็นขอบเขตบน หรือกล่าวอีกนัยหนึ�งคือผลเฉลยที�ไดจ้ากวิธีสมูท

ไฟไนท์เอลิเมนต์นี�  เป็นคาํตอบที�อยู่ระหว่างคาํตอบที�ไดจ้ากวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์และผลเฉลยแม่นตรงของปัญหาสมการเชิงอนุพนัธ์

ย่อยนั�นเอง [5] โดเมนสมํ�าเสมอซึ�งถูกสร้างบนพื�นฐานของเอลิเมนต์ที�มีหลายดา้น (Polygonal elements) นั�นถูกเสนอเป็นครั� งแรก

โดย Dai K. และคณะ [6] โดยทางทฤษฎีแลว้ เอลิเมนต์ที�มีดา้นมากกว่าสี�ดา้นนี�  สามารถเป็นไดท้ั�งเอลิเมนต์ที�มีดา้นยื�นเขา้ไปหรือยื�น

ออกจากเอลิเมนต์ หาก SFEM ถูกใช้โดยมีเพียงหนึ�งเอลิเมนต์แบบสมํ�าเสมอสําหรับแต่ละเอลเมนต์ในขอบเขตของปัญหานั�น ผล

เฉลยที�ได ้จะใกลเ้คียงหรือเท่ากนักบั FEM ที�ใชเ้อลิเมนต์แบบสี�ดา้นร่วมกบัการใช ้Reduced integration Gauss’s rule [5] นอกจากนี�  

Liu G. และคณะ [7] ยงัไดเ้สนอวิธีการที�เรียกว่า aFEM  ซึ� งสนามความเครียดที�สมมุติขึ�นนั�นจะไดม้าจากการนาํเอาค่าเฉลี�ยของ

ความเครียดที�จุดต่อของเอลิเมนต์โดยการใช้แฟกเตอร์ที�ปรับค่าได ้a  ไปรวมกบัความเครียดที�คาํนวณไดจ้าก FEM ปกติ วิธีสมูท

ไฟไนท์เอลิเมนต์แบบการสร้างโดเมนย่อยสมํ�าเสมอภายในเอลิเมนต์หลักนี� ส่วนใหญ่ใช้การประมาณเชิงเส้นของโพลิโนเมียล 

(Linear polynomial interpolation method, LPIM) สําหรับการสร้างฟังก์ชันการประมาณรูปร่างภายในของเอลิเมนต์ บางครั� ง อาจ

เลี�ยงไม่ไดท้ี�จะตอ้งใช้การประมาณแบบโพลิโนเมียลทั�วไปสําหรับการสร้างฟังก์ชันรูปร่างของเอลิเมนต์และนาํไปสู่คุณสมบตัิซิงกู

ลาร์ของเมทริกซโ์มเมนต ์(Moment matrix) เพื�อเป็นการหลีกเลี�ยงการมีคุณสมบตัิซิงกูลาร์ดงักล่าว Liu G. และคณะ [8] ไดใ้ชเ้ทคนิค 
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RPIM (Radial point interpolation method) สําหรับการสร้างฟังก์ชันรูปร่างของเอลิเมนต์หลกัรูปสามเหลี�ยม ในกรณีที�มีการทาํงาน

ร่วมกนัของคอมพิวเตอร์ช่วยในงานออกแบบ (Computer aided design, CAD) และการวิเคราะห์ไฟไนท์เอลิเมนต์ที�รู้จกักนัดีในชื�อ 

Isogeometric analysis (IGA) นั�น Hamrani A. และคณะ [9] ไดใ้ชว้ิธี Cell-based สมูทไฟไนท์เอลิเมนตป์ระยุกตใ์ชร่้วมกบั NURBS-

based IGA เพื�อแกปั้ญหาโจทยใ์น 2 มิติและสามารถแสดงให้เห็นอย่างเด่นชัดถึงขอ้ดีอนัหนึ�งของวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์นั�นคือ 

การไม่ตอ้งคาํนวณหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชันของ NURBS [10] นอกจากนั�น ในวิธี Cell-based SFEM ซึ� งถือว่าเป็นวิธี SFEM ที�เป็น

พื�นฐานนั�น ยงัไดถู้กนาํไปศึกษาอย่างแพร่หลายกบัปัญหาต่าง ๆ เช่น ปัญหาของการแตกหักในสองมิติ โดยใช้ร่วมกบัวิธี Extended 

Finite Element Method (XFEM) [1�] ปัญหาเกี�ยวกบัแผ่นบางและแผ่นเปลือกบาง (Plate and Shell) [1�] ปัญหาทางดา้นพลศาสตร์ 

(Dynamics) [1�] เป็นตน้ 

งานวิจยันี�  ทาํการศึกษาผลของการใช้เอลิเมนต์ทรงเหลี�ยมสี�หน้าเพื�อสร้างโดเมนย่อยสมํ�าเสมอ (Smoothing domains) จาํนวน 

สี�ส่วนที�อยู่ภายในเอลิเมนต์หลกัทรงเหลี�ยมสี�หน้า ความยาวแต่ละดา้นของโดเมนย่อยนี�ถูกกาํหนดให้เป็นอตัราส่วน � เทียบกบั

ความยาวเดิมของเอลิเมนต์หลกั จาํนวนของเอลิเมนต์หลกัที�สร้างขึ�นนี�  ไดม้าจากการสร้างโครงตาข่ายทรงเหลี�ยมสี�หน้าจตุรัสดว้ย

โปรแกรม MATLAB [1�] ดังแสดงในรูปที� � โดยมีอัตราส่วนของโครงตาข่ายในแนวนอนต่อแนวดิ�งเป็น 4:1 สอดคล้องกับ

อตัราส่วนขนาดของคานยื�นปลายที�ทาํการศึกษาเพื�อป้องกันการเกิดพฤติกรรมของคานที�เรียกว่า Shear locking [1�] หลกัความ

สมมาตรของการทาํให้รูปร่างของโดเมนย่อยสมํ�าเสมอมีลกัษณะเป็น Representative volume element (RVE) ถูกนาํมาประยุกต์ใช้

เพื�อให้โดเมนสมํ�าเสมอภายในเอลิเมนตท์ี�ถูกสร้างขึ�นมีความต่อเนื�องกนั  

การศึกษาในครั� งนี� ไดแ้บ่งหัวขอ้ดาํเนินการออกเป็นส่วนต่าง ๆ ดงัต่อไปนี�   สมการของสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์จะกล่าวไวใ้น

ส่วนที�สอง ตามดว้ยส่วนที�สามซึ�งจะกล่าวถึงขอบเขตและตวัอย่างของโครงสร้างคานยื�นปลายในสองมิติซึ� งจะใชใ้นการวิเคราะห์

เชิงตวัเลขดว้ยโปรแกรม MATLAB  ในส่วนที�สี�จะกล่าวถึงผลการเปรียบเทียบของคาํตอบที�ไดจ้ากวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนตก์บัผล

เฉลยแม่นตรง 

 

2. ระเบียบวิธีวิจัย (Research Methodology) 

2.1 สมการครอบคลุมปัญหา (Governing Equations for 2D Linear Elasticity) 

 พิจารณาโดเมน W  ของรูปทรงใด ๆ ในสองมิติที�มีวสัดุเป็นเนื�อเดียวกันและมีพฤติกรรมเป็นแบบเชิงเส้น โดเมนนี�  ถูก

กาํหนดให้อยู่ภายในขอบเขตของ G  โดยที� G = G
u
È G

t
,G

u
Ç G

t
= 0  เมื�อ G

u
 และ G

t
  คือ เงื�อนไขขอบแบบ Dirichlet 

และ Neumann ตามลาํดบั สมการสมดุลของมนัสามารถเขียนให้อยู่ในรูปของสัญลกัษณ์เทนเซอร์ (Tensor notations) ไดเ้ป็น 

 

Ñ.s + f b = 0   (1) 

 

เมื�อ Ñ  คือ ไดเวอร์เจนต์โอเปอเรเตอร์ (Divergence operator)s คือ Cauchy stress tensor และ ��  คือ นํ� าหนักของวตัถุ โดยที� 

เงื�อนไขขอบทั�งสองนั�น ถูกกาํหนดว่าเป็น 

 

u = u  บน G
u

 (2) 

 

s .n = f t   บน G
t
 (3) 
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เมื�อ n  คือเวกเตอร์หนึ�งหน่วยที�ตั�งฉากออกจากขอบของโดเมน และ u  คือการเปลี�ยนตาํแหน่งที�ทราบค่าแลว้บนขอบเขต G
u

 ดงั

แสดงตามรูปที� 2 

 
 

รูปที� 2       โดเมนและขอบเขตของปัญหา 

  

ความสัมพนัธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดนั�น สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของ constitutive equation หรือเรียกอีกอย่าง

หนึ�งว่า กฎทั�วไปของฮุค กล่าวคือ 

 

s = C :eÞs
ij
= C

ijkl
e

kl
  (4) 

 

ภายใตเ้งื�อนไขของสมมุติฐานที�ว่าการเคลื�อนที�ที�เกิดขึ�นมีค่าน้อย ๆ (small-displacement theory) นั�น สมการความสอดคลอ้ง

ที�แสดงความสัมพนัธ์ระหว่าง strain tensor e
ij

 กบัการเคลื�อนที� สามารถแสดงไดเ้ป็น 

 

e =
1

2
Ñu +ÑuTéë ùû   (5) 

 

สมการที� 1-3 รวมเรียกว่า Strong form ซึ� งจะถูกเปลี�ยนให้อยู่ในรูปอย่างง่ายที�เรียกว่า Weak form เพื�อใช้ในการหาผลเฉลย

โดยประมาณดว้ยการสร้างสมการไฟไนท์เอลิเมนต์ต่อไป การเปลี�ยนรูปดงักล่าวนี�  สามารถทาํไดส้องวิธีดว้ยกนัคือทั�งการใชว้ิธีหลกั

ของพลังงาน (Energy method) หรือวิธีการถ่วงเศษนํ� าหนัก (Weighted residual methods) ตกค้างขึ�นอยู่กับรูปแบบของปัญหา 

สําหรับปัญหาความเคน้ในระนาบสองมิติสําหรับวสัดุที�เป็น Isotropic linear elastic material นั�น การสร้างสมการไฟไนทเ์อลิเมนต์ 

นิยมเขียนให้อยู่ในรูปของเมทริกซ์เพื�อความสะดวกไดด้งันี�  

 

séë ùû =
s

xx
s

xy

s
yx

s
yy

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, eéë ùû =

e
xx

e
xy

e
yx

e
yy

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

  (6) 
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และนิยมเขียนให้อยูใ่นรูปของ Voigt notation เพื�อความสะดวกในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร์ คือ 

 

s = s
xx
s

yy
s

xy
é
ë

ù
û

T

, e = e
xx
e

yy
e

xy
é
ë

ù
û

T

  (7) 

 

ในขณะที�เทนเซอร์ C  สําหรับปัญหาในความเคน้ในสองมิติลดรูปลงเป็น 

 

D =
E

1-n 2

1 n 0

n 1 0

0 0 1-n( ) / 2

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

  (8) 

 

และไดเวอร์เจนตโ์อเปอเรเตอร์สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของสองมิติไดเ้ป็น 

 

L=

¶/ ¶x 0

0

¶/ ¶y

¶/ ¶ y

¶/ ¶x

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

  (9) 

 

หากพิจารณาการสร้างสมการไฟไนท์เอลิเมนตด์ว้ยการใชว้ิธีเศษถ่วงนํ�าหนกัตกคา้งโดยคูณสมการที� 1 ดว้ยฟังก์ชนัทดสอบV  

แลว้ทาํการอินทิเกรตตลอดทั�วทั�งโดเมนของปัญหาจะไดว้่า 

 

V T LTs dW+ V T f b dW= 0
W

ò
W

ò   (10) 

 

ใชก้ารอินทิเกรตทีละส่วน (Integration by parts) ร่วมกบัเงื�อนไขขอบตามสมการที� 2 และ 3 จะไดว้่า 

 

dV T BT DB( )u dW- f b dW
W

ò - f t dG
G

ò
W

ò
é

ë
ê

ù

û
ú= 0   (11) 

 

หากต้องการให้สมการที� 11 เป็นจริงสําหรับฟังก์ชันทดสอบใด ๆ ค่าภายในวงเล็บต้องมีค่าเป็นศูนยส์ําหรับทุกไฟไนท์เอลิ

เมนต์เล็ก ๆ ที�ถูกแบ่งจากโดเมนของปัญหานั�นเอง ดังนั�น สมการไฟไนท์เอลิเมนต์ของปัญหาความเคน้ในระนาบ 2 มิติ สามารถ

แสดงไดเ้ป็น 

 

Ku = F  (12) 
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โดยที� 

 

F = F e = N T f b dW+ N T f t dG
G

ò
W

ò
æ

è
ç

ö

ø
÷

e

å
e

å   (13) 

 

เมื�อ K ,F ,u,N  คือ สติฟเนสเมทริกซ์ เวคเตอร์ของแรงกระทาํที�ปลายจุดต่อของเอลิเมนต์ การเคลื�อนที�ปลายจุดต่อของเอลิเมนต์

และฟังก์ชนัการประมาณรูปร่างภายในของเอลิเมนต์ตามลาํดบัในระบบโคออร์ดิเนตหลกั (Global system) 

 

2.2 การสร้างสนามความเครียดสมํ�าเสมอ (Smoothed Strain Field Construction) 

ลาํดับขั�นตอนการทาํงานของวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์นั�น มีความคล้ายคลึงกับวิธีการไฟไนท์เอลิเมนต์แทบทุกขั�นตอน 

เริ�มตน้จากการแบ่งโดเมนของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ ที�มีหลายดา้น (N-sided polygonal element) ทาํการสร้างความเครียด

แบบสมํ�าเสมอโดยอาศยัเทคนิคของ Strain/gradient smoothing บนโดเมนสมํ�าเสมอที�อยู่ภายในทุก ๆ เอลิเมนต์ ขั�นตอนนี� เป็นเพียง

ขั�นตอนเดียวที�แตกต่างจากวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ ข ั�นตอนอื�น ๆ นอกเหนือจากนี�  เช่น การสร้างสมการ Weak form การกาํหนด

เงื�อนไขขอบ การนาํสมการของแต่ละเอลิเมนต์ย่อยมาประกอบกนัเขา้เป็นสมการในระบบหลกั การแกส้มการในระบบหลกัเพื�อหา

ค่าของการเปลี�ยนตาํแหน่ง รวมไปถึงการคาํนวณกลบัมาเพื�อหาค่าความเคน้ ความเครียดและปริมาณอื�น ๆ ที�ตอ้งการ ลว้นแลว้แต่

ดาํเนินการไปในทิศทางเดียวกบัวิธีไฟไนท์เอลิเมนตโ์ดย สนามความเครียดสมํ�าเสมอที�ตอ้งการนี�ไดม้าจากการคาํนวณโดยใชค้่าของ

การเปลี�ยนตาํแหน่งของจุดที�อยู่บนด้านของโดเมนสมํ�าเสมอจึงทาํให้สามารถใช้กบัเอลิเมนตท์ี�มีด้านมากกว่าสี�ด้านซึ� งเป็นข้อดีที�

เหนือกว่าวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ เนื�องจากการประมาณภายในของการเคลื�อนที�ของจุดต่อที�อยู่บนด้านของเอลิเมนต์ทุกเอลิเมนต์

ภายในโดเมนสมํ�าเสมอเป็นแบบเชิงเส้น จึงส่งผลให้มีความต่อเนื�องของการเคลื�อนที�ของทั�งโดเมนสําหรับปัญหานี�  

วิธีการที�เรียกว่า Strain/gradient smoothing ถือว่าเป็นวิธีที�ง่ายและสะดวกที�สุดสําหรับการสร้างความเครียดแบบสมํ�าเสมอ 

สําหรับการวิเคราะห์ดว้ยวิธีสมูทไฟไนทเ์อลิเมนต ์ซึ�งขึ�นอยู่กบัสมมุติฐานที�ว่าความเครียด ณ ตาํแหน่งใด ๆ ภายในโดเมนสมํ�าเสมอ 

ไดม้าจากการทาํให้ความเครียดแบบเดิมที�ใช้ในวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ (Compatible strain field) เกิดการกระจายอย่างสมํ�าเสมอตลอด

ทั�วทั�งโดเมนสมํ�าเสมอที�กาํลงัสนใจนั�น นอกจากนี�  ยงัสมมุติว่า ความเครียดสมํ�าเสมอภายในโดเมนสมํ�าเสมอที�ไดน้ั�นมีค่าคงที� [5] 

ในกรณีที�ความเครียดแบบเดิมที�ได้จากวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ที�เรียกว่า Compatible strain field นี�  สามารถหาได้โดยอาศัย

ความสัมพนัธ์ระหว่างความเครียด-การเคลื�อนที� (Strain-displacement relation) และกาํหนดให้เป็น e  แลว้นั�น ความเครียดแบบ

สมํ�าเสมอe  ณ ตาํแหน่ง x
i
 ใด ๆ สามารถหาค่าไดจ้ากสมการที� (��) [16]  

 

e (x
i
) = e(x)

W

ò W (x
i
- x)dW = Lu (x)

W

ò W (x
i
- x)dW  (14) 

 

โดยที�W (x
i
- x)  คือฟังก์ชนัถ่วงนํ�าหนกัของตาํแหน่งที�กาํลงัสนใจโดยที�ฟังก์ชนัถ่วงนํ� าหนกันี�  จะตอ้งเป็นไปตามเงื�อนไขที�

กาํหนดไวใ้น Chen JS. และคณะ [��] เพื�อความสะดวกในการนาํไปใช้ จะกาํหนดให้ฟังก์ชันถ่วงนํ�าหนกันี�อยู่ในรูปของ Heaviside 

step function ดงันี�คือ 
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W (x
i
- x) =

1

A
i

S
, x ÎW

i

S

0, x ÏW
i

S

ì

í
ï

î
ï

  (15) 

 

เมื�อ A
i

S = dW
Wi

S

ò  คือพื�นที�ของโดเมนสมํ�าเสมอ ในกรณีที�ความเครียดแบบเดิมสามารถหาได้ง่าย ก็สามารถคาํนวณหา

ความเครียดแบบสมํ�าเสมอไดโ้ดยตรงซึ� งส่งผลให้ความเครียดแบบสมํ�าเสมอสําหรับวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์นี� คงที�ภายในโดเมน

สมํ�าเสมอที�กาํหนดไวน้ั�นเอง ในกรณีที�การหาค่าของความเครียดแบบดั�งเดิมสามารถทาํไดย้าก การเปลี�ยนจากความเครียดมาเป็น

การเปลี�ยนตาํแหน่งแทนแลว้ใชท้ฤษฎี Green-Gauss จะช่วยแกปั้ญหาดงักล่าวไดเ้ป็นอย่างดี กล่าวคือ 

 

�(̅��) = � �
�

��(�)�(�� − �)�Ω =
1

��
� � ��

�

(�)��(�)�Γ (16) 

 

เมื�อ L
n
(x)  คือเมทริกซ์ของเวคเตอร์หนึ�งหน่วยที�มีทิศทางตั�งฉากออกจากดา้นของG   

 

หากแทนค่าการเคลื�อนที�ปลายจุดต่อของเอลิเมนต์ในวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ u (x) = N
i
u

i
(x)

i=1

n

å  ลงในสมการที� 16 แลว้

ทาํการจดัรูปสมการเสียใหม่จะได ้

 

  (17) 

 

โดยที� B  คือเมทริกซ์ความเครียด-การเปลี�ยนตาํแหน่งแบบสมํ�าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลกั (Global smoothed strain-

displacement matrix) ซึ�งสามารถเขียนในรูปเมทริกซไ์ดเ้ป็น 
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เมื�อ 

 

b
i
=
1

A
i

S
n

i
(x)N

I
(x)dG , i = x,y

G

ò  และ   (19) 
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สมการที� 19 เป็นสมการอินทิเกรตในหนึ�งมิติของขอบของเอลิเมนต์ที�อยู่ภายในโดเมนสมํ�าเสมอนั�นเอง เช่นเดียวกนักบัวิธีไฟ

ไนท์เอลิเมนต ์สามารถใชก้ฎการอินทิเกรตของเกาส์ (Gauss quadrature rules) เขา้มาช่วยได ้หากการเปลี�ยนตาํแหน่งที�ใชบ้นแต่ละ

ดา้นของเอลิเมนต์นั�นมีการแปรผนัแบบเชิงเส้น ตาํแหน่งของเกาส์เพียงแค่หนึ� งจุด ณ ตาํแหน่งกึ�งกลางดา้นก็เพียงพอที�จะให้ค่าการ

ประมาณของฟังก์ชันโพลิโนเมียลมีความถูกตอ้งถึงกาํลงั 2nG -1=1  เมื�อ nG  จาํนวนจุดของเกาส์ ดงันั�น เครื�องหมายอินทิเกรต

ในสมการที� 19 สามารถเปลี�ยนให้อยูใ่นรูปเครื�องหมายผลรวมไดเ้ป็น 

 

b
i
=
1

A
i

S
n

i,j
(x)N

I
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j

G )L
j
, i = x,y

j=1

nG
S

å   (20) 

 

เมื�อ n
G

S  คือจาํนวนดา้นของเซลลท์ี�อยู่ภายในโดเมนสมํ�าเสมอและ x
j

G  คือตาํแหน่งของจุดเกาส์ ณ กึ�งกลางดา้นนั�น ๆ n
i,j

 คือ

เวคเตอร์หนึ�งหน่วยที�พุ่งออกจากดา้นของเซลลแ์ละ L
j
 คือความยาวดา้นของเซลลน์ั�นตามลาํดบั จะสังเกตเห็นว่าในวิธีสมูทไฟไนท์

เอลิเมนต์นี�  เมทริกซ์ความเครียด-การเปลี�ยนตาํแหน่งซึ� งเป็นเมทริกซ์สําคญัสําหรับการคาํนวณหาสติฟเนสเมทริกซ์ต่อไปนั�น ไม่

ตอ้งทาํการหาอนุพนัธ ์ทาํให้สามารถทาํงานไดเ้ร็วกว่าวิธีแบบเดิมมากสาํหรับปัญหาที�มีจาํนวนเอลิเมนต์มาก 

 

2.3 โดเมนสมํ�าเสมอโดยการแบ่งเอลิเมนต์ทรงสี�หน้า (Cell-based Quadrilateral Smoothing Domain) 

 งานวิจัยในครั� งนี�  ใช้การแบ่งโดเมนใหญ่ของทั� งปัญหาออกเป็นโดเมนย่อย ๆ โดยใช้เอลิเมนต์ทรงเหลี�ยมสี�หน้า 

(Quadrilateral element) เป็นเอลิเมนต์หลกัดังแสดงในรูปที� 3 เอลิเมนต์หลกัดังกล่าว จะถูกนํามาแบ่งออกเป็นส่วยย่อยที�เรียกว่า

โดเมนสมํ�าเสมอ (Smoothing domain, SD) ด้วยการใช้เอลิเมนต์ทรงเหลี�ยมสี�หน้าเช่นกัน จาํนวนน้อยที�สุดของโดเมนสมํ�าเสมอ

สําหรับปัญหาของของแข็งใน 2 มิติ ซึ� งแนะนาํโดย [18]  มีค่าเท่ากบั 2n / 3 เมื�อ n  คือจาํนวนจุดต่อทั�งหมดของปัญหา การแบ่ง

โดเมนย่อยสมํ�าเสมอนี�  สามารถทาํไดโ้ดยทาํการลากเส้นเชื�อมต่อระหว่างกึ�งกลางดา้นทั�งสองที�อยู่ตรงขา้มกนัดงัแสดงในรูปที� 3 

 

 
                                                  Field node                            Added node to form smoothing domains 

รูปที� 3      แสดงการแบ่งโดเมนยอ่ยสมํ�าเสมอจากเอลิเมนตรู์ปสี�เหลี�ยม 

 (ซ้าย) � โดเมนย่อยสมํ�าเสมอ (กลาง) � โดเมนย่อยสมํ�าเสมอ (ขวา) � โดเมนย่อยสมํ�าเสมอ 
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เนื�องจากการเคลื�อนที�ปลายจุดต่อของดา้นที�อยู่บนโดเมนสมํ�าเสมอนี� ใช้การประมาณเป็นแบบเชิงเส้น เมทริกซ์ความเครียด-

การเปลี�ยนตาํแหน่งแบบสมํ�าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลกั (สมการที� 18) สามารถคาํนวณไดด้ว้ยการใช้ค่าของฟังก์ชันรูปร่าง 

(Shape function) ของเกาส์ ณ จุดกึ�งกลางดา้นเพียงจุดเดียวโดยไม่จาํเป็นตอ้งหาอนุพนัธ์ของมนั ในทางปฏิบตัิ นิยมใช้การประมาณ

เชิงเส้นสําหรับการหาค่าของฟังก์ชันรูปร่างดงักล่าว ในรูปที� 4 วงกลมทึบ 1-2-3-4 แสดงตาํแหน่งจุดต่อของเอลิเมนต์หลกัทรง

เหลี�ยมสี�หนา้ วงกลม 5-6-7-8-9 แสดงตาํแหน่งของจุดต่อของโดเมนย่อยสมํ�าเสมอสี�โดเมน วงกลมกากบาท g1-g12 แสดงตาํแหน่ง

ของจุดเกาส์ทั�งหมด 

 
รูปที� 4       ตาํแหน่งของจุดเกาส์ ณ กึ�งกลางดา้นของโดเมนสมํ�าเสมอย่อย 

 

2.4 สมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ 

 จากหลกัการของวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนตท์ี�กล่าวมาเบื�องตน้ สามารถเขียนเป็นสมการสุดทา้ยไดว้่า 

 

K SFEMu = F  (21) 

 

โดยใชส้ัญลกัษณ์บาร์ดา้นบนเพื�อแสดงให้เห็นถึงความแตกต่างกบัสมการไฟไนท์เอลิเมนต์นั�นเอง เพราะฉะนั�น สติฟเนสเมท

ริกซส์มํ�าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลกั สามารถเขียนให้อยู่ในรูปผลรวมของสติฟเนสสมํ�าเสมอย่อยไดเ้ป็น 

 

K SFEM = BT DBA
k

så   (22) 

 

ซึ�งสามารถแกร้ะบบสมการที� 21 เพื�อหาค่าการเปลี�ยนตาํแหน่งปลายจุดต่อที�ตอ้งการได ้

 

3. การจําลองเชิงตัวเลข (Numerical Simulations) 

3.1 การเปรียบเทียบผลเชิงตัวเลข 

การศึกษาวิจัยนี�  ดาํเนินการศึกษาโดยทาํการปรับปรุงโปรแกรมที�ถูกเขียนขึ�นดว้ย MATLAB สําหรับการวิเคราะห์ปัญหา

ของแข็งในสองมิติโดย Liu G. และคณะ [5] ดว้ยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ โดเมนย่อยสมํ�าเสมอที�ใช้เป็นแบบความยาวดา้นไม่คงที�

แปรเปลี�ยนเป็นอตัราส่วนa เทียบกบัความยาวเดิมของดา้นนั�น ๆ  ปัญหาที�ใช้ในการตรวจสอบความถูกตอ้งของอลักอรึทึมและผล

การวิเคราะห์เป็นตวัอย่างคานยื�นปลายที�มีความยาว 48 เมตร ความลึก 12 เมตร และความหนา 1 เมตรเพื�อให้เป็นปัญหาความเคน้ใน
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ระนาบแบบสองมิติ ปลายคานดา้นหนึ�งมีแรงกระทาํแบบไม่สมํ�าเสมอเป็นรูปพาราโบลา ที�ดา้นปลายยื�นดา้นขวามือเท่ากบั 1000 นิว

ตนั ปลายคานดา้นซ้ายมือมีสภาพเป็นแบบยึดหมุน (Hinge support) ที�ระยะกึ�งกลางของความลึกโดยที�ขอบดา้นบนและด้านล่างมี

สภาพเป็นฐานรองรับแบบเคลื�อนที�ไดใ้นแนวดิ�ง (Roller support) ดงัรูปที� 5 

 

 
รูปที� 5       คานยื�นปลายสําหรับการวิเคราะห์ดว้ยสมูทไฟไนทเ์อลิเมนต ์ 

 

ผลเฉลยแม่นตรงของคานยื�นปลายดงักล่าวซึ�งไดแ้ก่ การเคลื�อนที�ทั�งสองแกน สามารถแสดงในรูปสมการไดเ้ป็น [19] 

 

u
x
(x, y) =

Py

6EI
(6L - 3x)x + (2+n )( y2 -

D2

4
)

é

ë
ê

ù

û
ú   (23) 
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P

6EI
3n y2(L- x)+ (4+5n )
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û
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เมื�อ I = D3 / 12  คือโมเมนต์ความเฉื�อยของคานรูปสี�เหลี�ยมผืนผา้ที�มีความหนาเท่ากบัหนึ�งหน่วย ความเคน้ในระนาบที�คาํนวณได้

จากค่าของการเปลี�ยนตาํแหน่งดงักล่าวสามารถแสดงไดด้งัสมการที� 25 

 

s
xx
(x, y) =

Py

I
(L - x),s

yy
(x, y) = 0, s

xy
(x, y) = -

P

2I
(

D2

4
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3.1 การสร้างโดเมนสมํ�าเสมอย่อย 

การสร้างโดเมนสมํ�าเสมอย่อยในแต่ละเอเมนตน์ั�น เริ�มตน้โดยการสุ่มตาํแหน่งบนดา้นทั�งสี�ดา้นสอดคลอ้งกบัค่าa  ที�กาํหนด

ไว้ (a
x
= a

y
)  ทาํการลากเส้นเชื�อมจากตาํแหน่งที�ทาํการสุ่มไปยงัด้านตรงข้ามทําให้สามารถแบ่งเอลิเมนต์แต่ละเอลิเมนต์

ออกเป็นรูปสี�เหลี�ยมดา้นไม่เท่าจาํนวนสี�โดเมนดงัรูปที� 6 (ซ้าย) จากรูปดงักล่าวพบว่า การสร้างโดเมนแบบอิสระนี�  ลกัษณะรูปร่าง

ของ smoothing domain ที�ไดจ้ะมีลกัษณะเป็นรูปสี� เหลี�ยมด้านไม่เท่าที�มีขนาดและรูปร่างแตกต่างกันอย่างไม่มีรูปแบบใด ๆ ซึ� ง
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สังเกตเห็นไดช้ดัเจนว่าพื�นที�ที�เกี�ยวขอ้งกบัจุดต่อของเอลิเมนต์หลกัจะมีความแปรผนัมาก ทาํให้ผลของการคาํนวณมีค่าที�ไม่แน่นอน 

ควบคุมไม่ไดแ้ละมีโอกาสผิดพลาดสูง 

 

รูปที� 6       การสร้างโดเมนสมํ�าเสมอย่อย แบบอิสระ (ซ้าย) และแบบ Semi-unit cell (ขวา) 
 

เพื�อขจดัความไม่แน่นอนดงักล่าวออกไปจากการสร้างโดเมนสมํ�าเสมอย่อย หลกัการของ Unit cell จะถูกนาํมาประยุกตใ์ช ้

โดยการสร้างโดเมนสมํ�าเสมอย่อยในลกัษณะที�ทาํให้การกระจายตวัมีความสมํ�าเสมอต่อเนื�องกนัไปทั�วทั�งโดเมนของปัญหาที�กาํลงั

สนใจ การทาํเช่นนี�  ทาํให้ไดรู้ปแบบของ Smoothing domain ในลกัษณะที�เรียกว่า Semi-unit cell ดงัแสดงในรูปที� 6 (ขวา)  

4. ผลและการวิเคราะห์ผล (Results and Discussions) 

ส่วนนี� จะกล่าวถึงผลของการวิเคราะห์ปัญหาความเคน้ในระนาบสองมิติโดยใชค้านยื�นปลายเป็นตวัอย่างสําหรับคาํนวณค่า 

ของการเปลี�ยนตาํแหน่ง (Displacement) ความเคน้ตั�งฉาก (Normal stresses) และความเคน้เฉือน (Shear stresses) เพื�อเปรียบเทียบค่า

จากการวิเคราะห์เชิงตวัเลขดว้ยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ดงักล่าวกบัค่าที�ไดท้างทฤษฎี (Exact solution) โดยมีการแบ่งจาํนวนของเอ

ลิเมนต์ทางแนวนอนต่อแนวตั�งออกเป็น 5 ชุด คือ 16x4, 24x6, 32x8, 40x10 และ 48x12  ตามลาํดับ โดยในแต่ละชุดทาํการสร้าง

โดเมนสมํ�าเสมอ (Smoothing domain) แบบสี�เหลี�ยมดา้นไม่เท่า จาํนวนสี�ส่วนย่อย อยู่ภายในเอลิเมนต์หลกัทุกเอลิเมนต์ การระบุ

ตาํแหน่งที�ทาํการแบ่งเอลิเมนต์ย่อยเพื�อสร้างโดเมนสมํ�าเสมอ (Smoothing domain) บนความยาวดา้นของแต่ละเอลิเมนต ์ทาํไดโ้ดย

กาํหนดแบบทาํการสุ่มในช่วงอตัราส่วน α คือ 0.2-0.3, 0.3-0.4 และ 0.4-0.5 ของความยาวด้านของเอลิเมนต์ ตามลาํดบั ผลการ

วิเคราะห์สามารถสรุปไดด้งัต่อไปนี�  

4.1 การเคลื�อนที�ของปลายคาน (Beam Tip Displacement) 

ผลการวิเคราะห์ระยะการเคลื�อนตัวที�ปลายคานปัญหาตวัอย่างโดยวิธี CSFEM แบบ การใช้เอลิเมนต์ทรงเหลี�ยมสี�หน้าเพื�อ

สร้างโดเมนย่อยสมํ�าเสมอจาํนวนสี�ส่วนที�อยู่ภายในเอลิเมนต์หลกัรูปทรงเหลี�ยมสี�หน้า แสดงไวใ้นตารางที� 1 จากตารางดงักล่าว 

พบว่า ค่าผลเฉลยจากทฤษฎีมีค่าเท่ากบั 8.90 ในขณะที�ผลการคาํนวณจากวิธี CSFEM ไดค้าํตอบที�แปรผนัตาม อตัราส่วนของ α และ

จาํนวนของการแบ่งเอลิเมนต์ กล่าวคือ ผลการคาํนวณจากวิธี CSFEM ลู่เขา้ใกลค้่าผลเฉลยจากทฤษฎีเมื�ออตัราส่วนของ α เพิ�มขึ�น 

ขณะที�จาํนวนการแบ่งเอลิเมนต์ที�มากขึ�นทาํให้ผลการคาํนวณจากวิธี CSFEM เขา้ใกลค้่าผลเฉลยจากทฤษฎีมากขึ�นเช่นเดียวกนั 
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   ตารางที� 1    การเคลื�อนที�ของปลายคาน (Tip displacement (x10-3 m)) 

MESH 
α 

Exact solution 
0.20-0.30 0.30-0.40 0.40-0.50 

16x4 -8.6932 -8.7866 -8.8308 -8.9000 

24x6 -8.8044 -8.8471 -8.8690 -8.9000 

32x8 -8.8469 -8.8708 -8.8824 -8.9000 

40x10 -8.8658 -8.8810 -8.8887 -8.9000 

48x12 -8.8763 -8.8869 -8.8922 -8.9000 

 

 

รูปที� 7      การเปลี�ยนตาํแหน่งที�ปลายคานเทียบกบัค่าทางทฤษฎี  

 รูปที� 7 แสดงผลของการเปรียบเทียบการเปลี�ยนตาํแหน่งที�ไดจ้ากตารางที� 1 กบัค่าทางทฤษฎี ค่าร้อยละของความแตกต่าง เมื�อ

พิจารณาจากจาํนวนเอลิเมนต์ที�มีความหยาบมากสุดคือขนาด 16x4 จะพบว่า ที�อตัราส่วน α เท่ากบั 0.2-0.3 นั�น ผลการคาํนวณมีค่า

แตกต่างจากค่าทางทฤษฎีเท่ากบั 2.32 ในขณะที�ช่วงอตัราส่วน α เท่ากบั 0.3-0.4 และ 0.4-0.5 ผลการคาํนวณค่าการเคลื�อนที�ปลาย

คานจากวิธี CS-FEM มีค่าแตกต่างจากค่าทางทฤษฎีลดลงเป็นร้อยละ 1.27 และ 0.78 ตามลาํดบั ในขณะที�เมื�อมีการเพิ�มจาํนวนของเอ

ลิเมนต์ให้มีความละเอียดมากขึ�นเป็น 48x12 จะมีค่าความแตกต่างจากค่าทางทฤษฎีเท่ากบัร้อยละ0.33, 0.14 และ 0.11 ที� α เท่ากบั 

0.2-0.3, 0.3-0.4 และ 0.4-0.5 ตามลาํดบั แสดงให้เห็นว่าค่าของการเปลี�ยนตาํแหน่งนี�  จะลู่เขา้สู่ค่าทางทฤษฎีมากขึ�นเมื�อมีการเพิ�มขึ�น

ของทั�งอตัราส่วน α และจาํนวนการแบ่งเอลิเมนตท์ี�มากขึ�น 

4.2 ความเค้นตั�งฉาก (Normal stresses) 

 การวิเคราะห์เพื�อศึกษาค่าความเค้นตั� งฉากของคานปัญหาตัวอย่างนั� น เนื�องจากs
yy
(x, y) = 0 จึงใช้เพียงค่าของ

s
xx
(x, y)  สําหรับทาํการเปรียบเทียบผลการคาํนวณจากวิธี CSFEM กบัผลลพัธ์ทางทฤษฎีของคานตวัอย่างที�ระยะกึ�งกลางคาน 

L/2 โดยใช้ค่าความเคน้ตั�งฉากทุกค่าที�คาํนวณไดจ้ากผิวบนสุด (+Y) ถึงผิวล่างสุด (-Y) การแบ่งจาํนวนของเอลิเมนต์และค่าของ α 

ใชใ้นลกัษณะเดียวกนักบัที�วิเคราะห์ในหัวขอ้ 4.1 นั�นเอง 
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ผลการวิเคราะห์ค่าความเคน้ตั�งฉากของคานปัญหาตวัอย่างโดยวิธี CSFEM แบบการใช้เอลิเมนต์ทรงเหลี�ยมสี�หน้าเพื�อสร้าง

โดเมนย่อยสมํ�าเสมอจาํนวนสี� ส่วนที�อยู่ภายในเอลิเมนต์หลกัรูปทรงเหลี�ยมสี�หน้ากบัค่าที�ได้จากทฤษฎีจะถูกนํามาเปรียบเทียบ

เหมือนในหัวขอ้ที�ผา่นมา จากผลการเปรียบเทียบของการเปลี�ยนตาํแหน่งที�ปลายคาน พบว่า มีแนวโน้มลู่เขา้สู่ค่าทางทฤษฎีเมื�อมีการ

เพิ�มค่าของจาํนวนเอลิเมนต์หรือค่าของ α ค่าใดค่าหนึ�งหรือรวมกนัทั�งสองแบบ ในกรณีความเคน้ตั�งฉากของหน้าตดั ณ กึ�งกลาง

คานก็เช่นเดียวกนั ค่าความเคน้ที�ไดจ้ากการวิเคราะห์ มีค่าลู่เขา้สู่ค่าทางทฤษฎีเมื�อมีการเพิ�มค่าของจาํนวนเอลิเมนต์หรือค่าของ α ค่า

ใดค่าหนึ�งหรือรวมกนัทั�งสองแบบต่างกนัตรงที�ตาํแหน่งของจุดต่อหรือระยะในแนวดิ�งของหน้าตดัจะมีค่าโคออร์ดิเนตไม่เท่ากัน

ขึ�นอยู่กบัจาํนวนของเอลิเมนต์ที�ใชใ้นการแบ่ง ค่าความเคน้ตั�งฉากของหน้าตดั ณ กึ�งกลางคานที�ระยะกึ�งกลางความยาวคานซึ�งนาํมา

พิจารณา แสดงไดด้งัตารางที� 2 และรูปที� 8 

ตารางที� 2     ค่าความเคน้ตั�งฉากสําหรับโครงตาข่ายขนาดต่าง ๆ 
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รูปที� 8       ความเคน้ตั�งฉากจากการวิเคราะหเ์ทียบกบัทางทฤษฎี 

 

จากตารางที� 2 เพื�อความสะดวก ผูเ้ขียนจะใช้จุดต่อ 2 จุดซึ� งอยู่ถดัจากตาํแหน่งผิวบนและผิวล่างของคานเขา้มาตามลาํดับ

สําหรับการเปรียบเทียบกบัค่าของความเคน้ตั�งฉากที�ไดจ้ากทฤษฎี กล่าวคือ จุดต่อ 2, 4 (โครงตาข่าย 16x4) จุดต่อ2, 6 (โครงตาข่าย 

24x6) จุดต่อ 2, 8 (โครงตาข่าย 32x8) จุดต่อ 2, 10 (โครงตาข่าย 40x10) และ จุดต่อ 2, �� (โครงตาข่าย ��x��) ตามลาํดบั ความ

แตกต่างของค่าเฉลี�ยที�ไดจ้ากการวิเคราะห์ดว้ยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์เมื�อเทียบกบัค่าที�ไดจ้ากทฤษฎีของจุดต่อต่าง ๆ เหล่านี� ใน

กรณีที�a  มีค่าอยู่ระหว่าง 0.2-0.3 พบว่ามีค่าเป็นร้อยละ 1.72 , 1.26 , 0.86 , 0.35 และ 0.26 เมื�อโครงตาข่ายมีขนาดเพิ�มขึ�นจาก 16x4 
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เป็น 48x12 ในกรณีของa มีค่าอยู่ระหว่าง 0.3-0.4 พบว่ามีค่าเป็นร้อยละ 2.20 , 0.49 , 0.19, 0.28 และ 0.06 สําหรับโครงตาข่ายที�มี

ขนาดเพิ�มขึ�นจาก 16x4 เป็น 48x12 และในกรณีของa ที�มีค่าอยู่ระหว่าง 0.4-0.5 พบว่า ความแตกต่างของค่าเฉลี�ยมีค่าเป็นร้อยละ 

0.46, 0.22, 0.81, 0.03 และ 0.04 เมื�อโครงตาข่ายมีขนาดเพิ�มขึ�นจาก 16x4 เป็น 48x12 ตามลาํดบั 

 

4.3 ความเค้นเฉือนในระนาบ (Shear stresses) 

ในลกัษณะเดียวกันกับความเคน้ตั�งฉากในหัวข้อที�ผ่านมา ความเค้นเฉือนในระนาบs
xy
(x, y)  ก็สามารถแสดงผลได้ดัง

ตารางที� 3 โดยเปรียบเทียบค่าที�ได้จากการใช้a ทั�ง 3 ค่ากับค่าที�ได้จากทฤษฎี ค่าความเค้นเฉือนมากสุดทางทฤษฎี เกิดขึ�น ณ 

ตาํแหน่งกึ�งกลางของหนา้ตดั (Y=0) ซึ�งมีค่าเท่ากบั -125 นิวตนัต่อตารางเมตร 

จากตารางที� 3 พบว่า ความแตกต่างของค่าเฉลี�ยที�ไดจ้ากการวิเคราะห์ดว้ยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนตเ์ปรียบเทียบกบัค่าที�ไดจ้าก

ทฤษฎีของจุดต่อต่าง ๆ ซึ� งอาศยัหลกัการเดียวกันกับความเค้นตั�งฉากในหัวข้อที�ผ่านมา ในกรณีของa มีค่าอยู่ระหว่าง 0.2-0.3 

พบว่ามีค่าเป็นร้อยละ 11.50, 5.26 , 2.70 , 1.18 และ 1.80 สําหรับโครงตาข่ายที�มีขนาดเพิ�มขึ�นจาก 16x4 เป็น 48x12 ในกรณีที�a มี

ค่าอยู่ระหว่าง 0.3-0.4 พบว่ามีค่าเป็นร้อยละ 10.40 , 3.63 , 3.13 , 1.53 และ 1.57 สําหรับโครงตาข่ายที�มีขนาดเพิ�มขึ�นจาก 16x4 เป็น 

48x12 และในกรณีที�a มีค่าอยู่ระหว่าง 0.4-0.5 พบว่ามีค่าเป็นร้อยละ 8.66 , 5.63 , 3.10 , 2.11 และ 1.52 สําหรับโครงตาข่ายที�มี

ขนาดเพิ�มขึ�นจาก 16x4 ถึง 48x12 ตามลาํดบั ค่าต่าง ๆ ในตารางที� 3 สามารถนาํไปวาดกราฟความเคน้เฉือน ณ ตาํแหน่งจุดต่อต่าง ๆ 

แยกตามจาํนวนของโครงตาข่ายที�สร้างขึ�นมาบนกราฟเดียวกนักบัค่าที�คาํนวณไดท้างทฤษฎีแสดงไดด้งัรูปที� 9 

ตารางที� 3     ค่าความเคน้เฉือนสําหรับโครงตาข่ายขนาดต่าง ๆ 
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รูปที� 9      ความเคน้เฉือนจากการวิเคราะห์เทียบกบัค่าทางทฤษฎ ี

 

5. สรุปผล (Conclusions) 

ผลจากการวิเคราะห์ปัญหาความเคน้ของคานยื�นในระนาบ 2 มิติดว้ยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนตจ์ากการสร้างโดเมนสมํ�าเสมอ 4 

โดเมนย่อยภายในเอลิเมนต์ทรงเหลี�ยมสี�หน้าพบว่า ทั�งการเปลี�ยนตาํแหน่งของปลายคาน (x = L) ความเคน้ตั�งฉากรวมทั�งความเคน้

เฉือนตลอดความลึกของหน้าตดัคาน ณ ระยะกึ�งกลาง (x = L/2) มีค่าลู่เขา้สู่ผลเฉลยแม่นตรงเมื�อทั�งค่าของa และจาํนวนของโครง
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ตาข่ายเพิ�มขึ�น โดยพบว่าการเพิ�มขึ�นของจาํนวนโครงตาข่ายส่งผลต่อความแม่นยาํในการคาํนวณในระดบัเดียวกนักบัการเพิ�มขึ�นของ

ค่าa ที�ใช ้ในกรณีของปัญหาความเคน้ในระนาบสองมิติทั�ว ๆ ไปนั�น ขอ้เท็จจริงดงักล่าว อาจไม่ส่งผลต่อการคาํนวณอย่างชดัเจน

ในกรณีนี�  แต่สําหรับในกรณีที�รูปทรงของปัญหาในการวิเคราะห์มีความไม่ต่อเนื�องกัน จนทาํให้เกิดความเค้นชุมนุม (Stress 

concentration) ขึ�น หรือในบริเวณปลายรอยแตก (Cracks) ที�เกิด Stress singularity เป็นต้นนั�น สามารถลดเวลาโดยรวมของการ

วิเคราะห์ลงได ้โดยทาํการแบ่งเอลิเมนต์หลกัในบริเวณที�คาดว่าจะเกิดความเคน้ชุมนุมดงักล่าว ออกเป็นโดเมนสมํ�าเสมอย่อย ที�มี

อตัราส่วนของดา้นไม่เท่ากนัa
x
¹a

y
 ในขณะที�บริเวณอื�น ๆ ซึ� งอยู่ไกลออกไปจากบริเวณดงักล่าวและความเคน้ชุมนุมไม่ส่งผล

กระทบกบัค่าที�คาํนวณไดอ้ย่างมีนัยสําคญันั�น อาจพิจารณาใช้จาํนวนเอลิเมนต์ที�น้อยกว่าควบคู่ไปกบัการใชโ้ดเมนสมํ�าเสมอย่อย

แบบดา้นคงที�a
x
=a

y
อาจส่งผลให้การคาํนวณที�ได้มีความถูกตอ้งและแม่นยาํอยู่ในเกณฑ์ที�ยอมรับไดใ้นขณะที�ใช้เวลาในการ

คาํนวณน้อยลง เนื�องจากไม่ตอ้งทาํการโยงความสัมพนัธร์ะหว่าง Physical element และ Parent element หรือกล่าวอีกนยัหนึ�งคือไม่

ตอ้งคาํนวณหาค่าดีเทอมิเนนท์ของจาโคเบียนเมทริกซ์นั�นเอง สําหรับงานวิจยัในขั�นต่อไปนั�น ความสัมพนัธ์ระหว่างรูปแบบของ

การสร้างโดเมนสมํ�าเสมอย่อยแบบ Semi-unit cell กับรูปทรงทางเรขาคณิตของปัญหาที�ใช้เอลิเมนต์แบบ RVE (Representative 

volume element) ร่วมกับเงื�อนไขขอบแบบซํ� ากัน (Periodic boundary conditions) ในการวิเคราะห์ เป็นสิ� งที�ควรศึกษาเพื�อหา

แนวทางในการปรับปรุงวิธีการคาํนวณเชิงตวัเลขดว้ยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนตใ์ห้มีประสิทธิภาพที�ดียิ�งขึ�นไป 
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